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第 一 章 绪 论 


经 典 力学 的 基础 是 一 些 * 实 验 事实 *。 所 有 这 些 “ 实 验 事实 ”都 只 是 近似 为 
走 , 而 可 用 更 精确 的 实验 修正 或 实验 推翻 。 从 牛顿 力学 到 爱 因 斯 得 的 相对 论 就 
说 明了 这 一 事实 。 随 着 科学 技术 的 发 展 ,实验 设备 变 得 更 为 先进 ,实验 方法 在 不 
断 改 进 ,所 得 的 实验 结果 也 更 为 贴近 实际 力学 这 程 。 然 而 ,更 新 更 精确 的 实验 结 
果 在 许多 情况 下 说 明 这 样 两 个 事实 ,一 个 是 处 理 力学 模型 的 线性 化 方法 在 许多 
模型 应 用 中 具有 很 大 的 局 限 性 ,线性 化 可 能 导致 很 大 的 误差 , 甚 罕 导 致 结论 与 实 
际 情 况 十 分 不 相符 ; 另 一 个 事实 是 原来 被 忽略 的 一 些 因素 事实 上 对 力学 模型 影 
响 很 大 , 而 这 些 被 忽略 的 因素 表现 为 往往 很 难 用 线性 化 方法 处 理 , 并 且 还 表现 为 
强 非 线性 性 。 

动力 学 问题 一 开始 就 是 非 线 性 的 ,如 用 牛顿 定律 描述 的 行星 运动 微分 方程 
《二 体 问题 及 三 体 问 题 )。 大 多 数 力学 问题 本 质 就 是 非 线性 的 ,它们 一 般 由 非 线 
性 方程 来 措 述 。 自 从 17 世纪 牛顿 商定 了 力学 的 基础 (经 典 力学 ) 之 后 ,到 19 世 
纪 末 ,力学 已 形成 了 相当 完整 的 理论 体系 。 在 此 期 间 , 力 学 主要 放 在 定量 研究 
上 。 对 于 非 线 性 动力 学 方程 ,人 们 除了 直接 寻找 它们 的 封闭 形式 的 解析 解 之 外 ， 
还 经 常用 线性 化 方法 化 为 线性 近似 方程 去 求解 。 然 而 ,理论 和 实验 分 析 都 发 现 ， 
非 线性 方程 在 大 多 数 情况 下 不 存在 封闭 形式 的 解析 解 。 此 外 ,线性 化 方法 只 有 
在 一 定 的 条 件 下 才能 给 出 较为 准确 的 结果 。 

随 着 科学 技术 的 发 展 ,许多 实用 技术 问题 需要 知道 系统 的 长 时 期 行为 。 例 
如 ,估计 卫星 在 罗 道 上 运行 寿命 问题 。 这 里 的 海 命 问 题 不 是 指 构 成 卫星 硬件 的 
使 用 寿命 。 我 们 都 知道 , 当 卫星 发 射 到 预定 轨道 后 ,由 于 各 种 因素 的 作用 , 随 着 
时 间 的 推移 ,卫星 会 慢 慢 地 偏离 预定 轨道 , 当 偏 离 到 一 定 的 程度 时 , 卫星 不 能 完 
成 所 要 求 完成 的 侍 务 ,这 时 或 者 废弃 该 卫星 ,或 者 通过 变 轴 方法 将 其 变 回 到 预定 
软 道 附 近 。 但 由 于 卫星 所 带 的 燃料 有 限 ,我 们 只 能 对 其 进行 有 限 次 变 胃 。 因 此 
无 论 怎样 卫星 的 飞行 寿命 也 会 结束 。 估 计 卫 星 在 预定 轨道 飞行 的 起 始 时 间 到 废 
弃 该 卫星 的 时 间 就 是 要 研究 描述 卫星 在 轨道 飞行 运动 方程 的 长 时 期 行为 。 另 
外 ,各 类 控制 问题 也 属于 系统 的 长 时 期 行为 研究 问题 。 控 制 就 是 在 系统 上 施加 
一 定 的 影响 ,使 系统 在 一 段 时 间 内 从 一 个 状态 达到 某 一 预定 的 状态 。 

非 线性 动力 学 就 是 随 着 力学 本 身 发 展 的 要 求 和 解决 各 种 实际 问题 的 需要 而 
产生 的 。 非 线性 动力 学 研究 的 是 系统 的 定性 行为 和 定量 行为 ,尤其 是 系统 的 长 
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时 期 行为 。 其 中 主要 包括 系统 的 各 种 稳定 性 ,描述 轨道 的 混沌 现象 ,以 及 描述 随 
参数 改变 的 系统 的 分 叉 行为 。 

为 了 让 学 者 易于 理解 本 书 的 内 容 , 作 者 将 在 本 绪论 中 首先 给 出 一 些 最 原始 
的 概念 。 然 后 ,我们 将 在 以 后 各 章 中 给 出 这 些 原始 概念 对 应 的 严格 的 数学 定义 
和 举例 说 明 。 


1.1 什么 是 动力 系统 


动力 系统 是 指 按 时 间 发 展 的 系统 。 例 如 ,一 个 物体 在 外 力 的 作用 下 其 运动 
状态 随 着 时 间 的 变化 而 变化 ,这 就 是 一 个 动力 系统 。 描 述 物体 的 这 种 按时 间 变 
化 的 规律 就 是 牛顿 运动 方程 。 因 此 ,在 数学 上 就 把 牛顿 运动 方程 称 为 一 个 动力 
系统 。 描 述 流体 运动 的 Navier-Stokes 方程 是 一 个 动力 系统 。 描 述 虫口 变化 的 递 
推 美 系 x =1- pri(pE (0,2) ,x EL 1,1j,n 的 单位 为 年 ) 也 是 一 个 动力 系 
统 。 

牛顿 运动 方程 和 Navier-Stokes 方程 描述 的 系统 是 按 连续 时 间 变 化 的 ,因此 
称 这 种 系统 为 连续 动力 系统 ;而 虫口 模型 描述 的 系统 是 按 离散 时 间 变 化 的 ,因此 
称 这 种 模型 为 离散 动力 系统 。 事 实 上 ,连续 动力 系统 的 离散 化 就 成 为 离散 动力 
系统 。 例 如 , 解 常 微 分 方程 及 偏 微分 方程 的 数值 方法 ,就 是 把 连续 动力 系统 化 为 
离散 动力 系统 。 

动力 系统 可 按 不 同 的 标准 进行 分 类 。 例 如 ,上 面 以 时 间 为 标准 将 动力 系统 
分 为 连续 动力 系统 和 离散 动力 系统 ;而 以 维 数 为 标准 时 可 分 为 有 限 维 动力 系统 
和 无 限 维 动力 系统 等 ,NavierStokes 方程 是 无 限 维 动力 系统 。 


1.2 什么 是 非 线 性 动力 学 


非 线性 动力 学 是 研究 非 线性 动力 系统 的 各 种 运动 状态 的 定性 和 定量 变化 规 
律 ( 即 动 力学 特性 ) ,万 其 是 系统 的 长 时 期 行为 。 

经 典 非 线性 动力 学 是 以 摄 动 (或 称 为 扰动 )` 渐 近 分 析 的 方法 研究 著 非 线性 
弱 看 合 的 系统 。 而 现代 非 线性 动力 学 与 经 典 非 线性 动力 学 不 同 ,研究 的 是 系统 
的 定性 和 定量 变化 规律 ,其 使 用 的 方法 是 精确 方法 ,所 研究 的 系统 具有 强 非 线性 
性 ,其 研究 对 象 主要 包括 分 又 .混沌 .分形 、. 抓 立 子 等 新 的 现象 ,其 主要 任务 是 探 
索 非 线 任 力学 现象 的 复杂 性 。 
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1.3 麻 反 


奇 点 的 概念 来 自 于 物理 概念 * 源 " 利 " 汇 ” ,以 及 来 自理 论 力学 中 平衡 的 概念 。 
太阳 是 光 流 ,其 光线 从 太阳 雪 发 射 向 各 个 方向 。 电 灯 也 是 如 此 。“ 源 "有 其 数学 
对 应 概念 ,也 就 是 数学 上 一 种 不 稳定 奇 点 。“ 汇 "也 有 实际 模型 ,试想 像 一 下 “小 
渴 " ,在 “ 洲 涡 "附近 放 一 小 纸 片 ,小 纸 片 将 流入 "“ 洲 涡 " 中 心 , 这 个 中 心 就 是 “ 汇 ”，; 
再 试想 像 一 下 如 在 地 势 低 尘 人 处 有 一 个 洞 ,其 四 周 的 水 将 流入 洞 中 ,这 个 洞 就 是 
“ 汇 ”"。" 汇 "对 应 数学 上 稳定 " 奇 点 ”。 

下 面 回忆 一 下 理论 力学 中 物体 处 于 平衡 的 概念 :在 惯性 系 中 ,一 个 物体 处 于 
平衡 是 该 物体 相对 该 惯性 系 处 于 静 半 或 做 邹 速 直线 运动 。 众 所 局 知 ,一 个 质量 
为 m 的 质点 , 若 其 运动 速度 为 ,在 外 力 = F(v) 作 用 下 的 运动 满足 牛顿 运动 
方程 ms = FF。 从 这 个 方程 知 , 当 物体 处 于 平衡 时 ,有 =0, 从 而 此 时 FC(v) = 0。 
从 这 个 思想 出 发 ,我们 可 以 定义 动力 系统 的 奇 点 (或 平衡 态 )。 

动力 系统 的 奇 点 (或 平衡 态 ): 它 是 动力 系统 变量 的 一 组 值 , 关 于 这 组 值 , 系 
统 不 随时 间 变 化 而 变化 , 即 奇 点 是 系统 不 随时 间 而 变化 的 解 。 

中 对 于 连续 动力 系统 

=f{x) YER 
车 x ”是 它 的 一 个 奇 点 , 因 x ' 与 时 间 无 关 , 则 dr " /1dt =0, 因 而 f(x* ) = dx /dt 
=0, 即 奇 点 是 代数 方程 f(x) =0 的 解 。 上 反之 也 成 立 。 

@@ 同 理 可 证 ,对 于 离散 动力 系统 

Har = fn,) Hs ER 
它 的 奇 点 是 代数 方程 x = f(a) 的 解 ,因此 也 冉 不 动 点 。 

下 面 我 们 将 给 出 奇 点 的 几何 分 类 。 动 力 系 统 的 奇 点 是 微分 方程 的 一 组 解 。 
其 分 类 方式 受到 " 汇 " 与 “ 源 " 的 概念 的 启发 , 即 考虑 奇 点 附近 的 轨 线 随 着 时 间 无 
限 增 加 时 是 进 人 奇 点 ,还 是 远离 奇 点 。 

奇 点 的 稳定 性 : 若 奇 点 在 爱 一 小 扰动 后 ,当时 间 无 限 增加 时 返回 该 奇 点 , 册 
称 该 青 点 是 稳定 的 ,也 把 这 种 奇 点 称 为 * 汇 "”。 以 此 为 标准 ,将 奇 点 分 为 稳定 奇 点 
和 不 稳定 奇 点 。 进 一 步 ,我 们 可 以 把 不 稳定 奇 点 再 分 为 两 类 ;一 类 与 " 源 " 的 概念 
相对 应 , 即 奇 点 附近 的 任 一 罗 线 随 状 时间 无 限 增加 时 ,总 是 远离 奇 点 ; 另 一 类 是 
介 于 * 汇 ?与 < 源 " 之 间 的 奇 点 叫做 " 鞍 ” ,在 “ 鞍 " 的 附近 , 当时 间 无 限 增加 时 ,有 二 
线 进 人 奇 点 ,也 有 轨 线 远离 奇 点 。 

我 们 斌 以 用 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 图 { 邵 奇 点 的 局 部 相 图 ) 来 描述 奇 点 与 其 附 
近 轨 线 的 关系 。 各 种 奇 点 的 相 疼 如 图 1.1~ 图 1.4: 
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图 1.1 平面 上 "“ 汇 "的 柱 图 
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图 1.3 平面 上 “ 鞍 " 的 相 图 
考虑 单 所 运动, 其 牛顿 运动 方程 为 pg = asing。 这 个 方程 有 两 个 冶 点 $=0 
和 g =x。 如 果 考 虑 实际 情况 ,由 有 空气 阻力 的 情况 下 ,在 ?=0 附 近 将 单 摆 放 
下 后 ,在 时 间 无 限 增加 时 , 单 摆 的 振幅 越 来 越 小 ,最 后 停 在 奇 点 位 置 (平衡 位 置 )， 
因此 yp =0 是 稳定 奇 点 (如 图 1.5)。 但 在 = 附近 处 放下 单 把 后 , 单 摆 向 下 摆 ， 
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图 1.4 平面 上 “ 半 鞍 "的 相 图 
不 会 回 到 2 =x 的 位 置 ,因而 p = 是 不 稳定 奇 点 (如 图 1.6)。 
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图 1.6 ?= 是 不 稳定 奇 点 
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1.4 闭 加 


闭 轨 也 称 为 周期 轨 。 对 于 这 种 轨道 的 研究 有 十 分 重要 的 意义 。 对 于 闭 轨 的 
稳定 性 研究 ,能 解释 地 球 为 什么 总 是 围绕 太阳 转 , 人 造 卫 星 能 在 其 轨道 运行 若干 
年 ,1926 年 Van der Pal 在 研究 三 极 管 等 幅 振 蓝 时 ,研究 了 微分 方程 宗 + 
( 生 -12z+x=0, 证 明 该 方程 存在 孤立 的 闭 轨 。 这 一 结论 在 无 线 电 发 报 发 明 过 
程 中 起 了 重 守 作用。 这 结论 说 明 在 狐 立 的 闭 轨 附近 发 出 的 无 线 电 省 在 其 传播 过 
程 中 保持 一 定 波形 ,不 会 使 其 从 一 个 地 方 传 到 另 一 个 地 方 后 变 得 不 能 辨别 ,或 完 
全 消失 。 

闭 轨 : 它 是 动力 系统 过 某 一 点 的 一 根 轨 线 , 从 该 轨 线 上 任 一 点 出 发 ,当时 间 
增加 时 ,在 有 限时 间 内 返回 该 点 。 

与 奇 点 的 几何 分 类 类 似 , 我 们 也 可 以 把 闭 轨 分 为 两 类 。 一 类 是 稳定 的 闵 轨 ， 
另 一 类 是 不 稳定 的 闭 轨 。 

稳定 闭 轨 : 若 在 闭 轨 附近 出 发 的 轨 线 ,当时 间 无 中 增加 时 ,无 限 接近 该 财 轨 ， 
称 这 种 闭 轨 为 稳定 团 娄 。 

地 球 围绕 太阳 作 周 期 运动 ,由 于 其 运行 轨道 是 穆 定 的 闭 轨 ,所 以 虽然 有 许多 
因素 的 干扰 ,但 地 球 总 能 回复 其 原 运 行 畦 道 。 

不 稳定 闭 胃 也 可 以 分 为 两 类 ,一 类 是 闭 轨 附近 的 所 有 胃 线 随 着 时 间 无 限 增 
加 时 ,都 远离 该 闭 执 ; 男 一 类 是 既 有 远离 该 团 轨 的 轨 线 ,也 有 无 限 接近 该 闭 轨 的 
轨 线 。 在 平面 上 可 以 夯 出 它们 的 相 图 ( 即 团 胃 附近 的 轨 线 分 布 图 ), 如 图 1.7， 
1.8,1.9 所 示 。 不 稳定 轨 道 的 性 质 可 以 用 来 解释 卫星 为 什么 在 运行 若干 年 后 会 
坠 贺 。 


图 1.7 平面 上 “稳定 闭 轨 ” 相 图 


第 一 章 缚 论 


图 1.8 平面 上 “不 稳定 闭 轨 " 相 图 


图 1.9 平面 上 “ 半 稳 定 闭 软 " 相 图 


1.5 同 宿 轨 和 异 宿 轨 


间 宿 轨 和 异 宿 轨 在 非 线 性 动力 学 中 是 一 个 十 分 重要 的 研究 对 象 。 它 和 奇 点 
及 了 闭 轨 一 起 是 分 叉 与 混 钝 理论 中 起 关键 作用 的 因素 。 

同 宿 轨 : 当 一 + %m 和 1 一 - 吧 时 , 进 人 则 一 阁 点 的 轨 线 称 为 间 宿 轨 ( 见 图 
1.10)。 

异 宿 软 : 当 1 一 + wm 和 1 一 - wm 时 , 进 人 不 同 奇 点 的 轨 线 称 为 异 宿 轨 (上 见 图 
1.11)。 

同 宿 轨 或 异 宿 圈 的 破裂 是 通 向 混沌 的 一 条 途径 。 


非 线性 动力 学 一 -分 丸 , 湿 沌 与 孤立 子 


1 增加 时 


图 ] .16 “ 同 宿 轨 "图 像 


:增加 时 


奇 点 奇 点 


图 1.1] “党 宿 罗 "图 信 


1.6 分 义 


分 又 是 研究 带 有 参数 的 动力 系统 随 着 参数 的 改变 ,系统 的 定性 行为 和 定量 
行为 的 政变 。 

这 里 的 定性 行为 主要 是 指 奇 点 和 闭 轨 的 稳定 性 及 同 宿 轨 与 异 宿 轨 的 破裂 。 
测定 量 行 为 主要 是 指 系统 的 奇 点 与 闭 轨 的 个 数 的 变化 。 

在 这 里 我 们 不 用 数学 上 的 结构 稳定 性 来 定义 分 丸 , 它 是 一 种 拓扑 上 的 定义 ， 
对 于 工科 学 生 难以 理解 。 本 书 中 采用 比较 直观 的 定义 。 


1.7 混 波 


到 目前 为 止 , 还 没有 一 个 很 好 的 关于 混 济 的 操作 定义 。 在 数学 上 有 -种 
Smale 马蹄 意义 下 的 混沌 定义 ,这 个 定义 对 于 工科 学 生来 讲 难 于 理解 。 但 当 它 联 
系 到 同 宿 轨 与 异 宿 轨 时 , 它 是 一 个 有 效 的 可 操作 的 定义 。 还 有 许多 其 他 的 混沌 
定义 方式 ,在 这 里 不 一 一 指出 。 

然而 ,不 论 娜 一 种 混沌 定义 ,都 有 一 个 共同 的 特点 :在 参数 空间 的 一 定 范围 
内 ,确定 性 的 非 线性 系统 出 现 长 期 行为 对 初 值 的 敏感 依赖 性 。 混 沌 系统 是 终极 
端 镀 感 地 依赖 于 初始 状态 的 系统 。 在 混沌 运动 中 ,初始 值 非常 靠近 的 两 条 轨道 ， 
随 著 时 间 的 发 展会 指数 分 离 。 这 也 就 是 说 ,对 轨道 的 长 时 期 行为 不 可 能 做 出 准 
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确 的 预测 。 

对 于 保守 系统 ,满足 不 同 初始 条 件 的 解 不 会 同时 趋 于 辐 一 点 集 ; 而 对 于 耗 散 
系统 ,满足 不 同 初始 条 件 的 解 可 能 趋 于 同一 点 集 , 这 种 点 集 被 称 为 吸引 子 。 混 污 
运动 的 吸 导 子 通常 其 有 非 整数 维 ,因而 也 称 为 奇怪 吸引 子 。 


1.8 孤立 子 
它 是 动力 系统 的 -- 种 特殊 解 ,这 种 解 在 运动 过 程 中 保持 能 最 守恒 ,保持 一 定 
的 波形 。 描 述 浅水 波 运动 的 KdV 方程 u = 6uu, - us 是 一 非 线 性 偏 微分 方程， 


要 求 出 它 的 一 般 解 是 十 分 困难 的 。 然 而 它 的 孤立 子 解 能 很 好 地 解释 浅水 波 的 运 
动 。 


思考 题 


1. 试 找 出 在 你 所 从 事 的 专业 范围 内 的 一 些 非 线性 动力 系统 。 
2. 你 能 找 出 一 些 非 动力 系统 吗 ? 


第 二 章 ” 常 微分 方程 组 的 奇 点 
稳定 性 理论 及 其 应 用 


常 微分 方程 组 的 奇 点 是 该 微分 方程 组 的 不 随时 间 变化 的 解 。 分 辨 奇 点 与 其 
附近 雪线 的 关系 是 一 个 十 分 基本 而 重要 的 问题 。 描 述 这 种 关系 的 是 奇 点 的 各 种 
稳定 性 定义 ,而 判别 这 种 关系 是 什么 样 的 关系 的 工具 是 各 种 稳定 性 定理 。 


2.1 常 微分 方程 组 的 奇 点 稳定 性 定义 


考虑 如 下 一 般 的 一 阶 n 维 常 微分 方 各 组 
多) G2) (2.0 
我 们 也 订 以 把 上 面 的 微分 方程 组 写成 一 个 统一 形式 , 即 矢量 形式 。 若 沁 


工 = 《9 
那么 微分 方程 组 (2.1) 可 以 写成 如 下 矢量 形式 ; 
E(x) Gy 
形式 (2.1) 在 进行 计算 时 很 方便 ,而 形式 (2.1)' 在 叙述 上 很 方便 。 

定义 2.1 4- 维 欧 氏 空间 R* 中 的 点 xo = (x, x,…, xo) 称 为 微分 方程 组 
(2.1) 或 {2.1)' 的 一 个 奇 点 ,如 果 zo 是 代数 方程 fx) =0 的 一 个 解 。 

例 2.1 考 说 Lorenz 系统 

党 | = a(x + wz2) 

各 = — NE + 1 ~ Xs 

Ey = 1 — bry 
这 里 5>0。 显 然 当 js<1 时 ,该 系统 只 有 一 个 奇 点 (0,0,0); 而 当 > 1 时 ,该 系 
统 有 三 个 奇 点 (0,0.0) 及 (+w5(0 Two 1)。 

从 这 个 例子 可 以 看 出 , 求 一 个 常 微分 方程 组 的 奇 点 是 一 件 十 分 容易 的 事情 ， 
因为 我 们 只 须 解 一 些 代数 方程 。 我 们 在 绪论 中 已 经 看 到 , 奇 点 附近 的 轨 线 的 走 
向 决定 该 奇 点 的 性 质 。 这 样 就 提出 一 个 问题 ,怎样 确定 奇 点 附近 罗 线 的 走向 ? 
为 此 目的 ,我 们 将 引进 各 种 稳定 性 定义 。 在 给 出 这 些 稳定 性 定义 之 前 ,我 们 先 将 
微分 方程 组 (2.1) 在 奇 点 出 近 线 性 化 。 
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设 x = (9, 双 ,… 地) 是 方程 组 (2.1) 的 一 个 奇 点 ,那么 
天 (i=1,2,..,n) {2.2) 
在 奇 点 ro 附近 考虑 函数 (x1 ,x;，,… ,zx, ) 的 泰勒 展开 
fx Ka) — fl, ra, Kh) 


一 3 学 (m) (x + OU x -xol) 
J=1 了 


这 里 ji = 12 nr 下 式 (2.2) ,上 
面 方 程 组 可 写 为 
A X23 ) 


-3 范 (m) (1% OU x -四 = 1,2,,n) (2.3) 
由 式 (2.3)， - 方 各 组 (2.1) 可 号 为 
站 = 了 2m) DC 
: (2.4) 
0 ) 


这 样 把 微分 方程 组 (2.1) 分 为 两 部 分 ,一 部 分 为 坐标 的 线性 著 数 , 另 一 部 分 在 柯 
瞄 附 近 是 二 阶 无 穷 小 。 为 了 方便 起 见 , 把 方程 组 (2.4) 写 成 矢量 形式 
T= D(xo)- (x- x0) + Olx- xol) (2.5) 
这 里 
六 (ww) … 如 (x) 
Df xo) = 


dx 
称 为 微分 方程 组 (2.1) 在 奇 点 xo 处 的 线性 化 算 子 (或 导 算 子 )。 

在 我 们 把 方程 组 (2.1) 在 奇 点 xo 附近 化 为 形式 (2.5) 后 ,我们 自然 会 提出 一 

个 这 样 的 问题 ,(2.5) 式 的 线性 部 分 
T= D(x0) {x— Xo) (2.6) 
在 奇 点 ru(x 显然 是 线性 微分 方程 组 (2.6) 的 一 个 奇 点 ) 的 行为 与 微分 方程 组 
(2.1) 在 奇 点 x 的 行为 有 什么 关系 ? 下面 我 们 将 讨论 这 个 问题 。 为 了 方便 起 
见 ,我们 称 线性 微分 方程 组 (2.6) 为 非 线 性 微分 方程 组 (2.1) 在 奇 点 x 处 的 线 化 
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方程 。 

定义 2.2{ 谱 稳定 性 】 方程 组 (2.1) 在 奇 点 x。 处 称 为 是 谱 稳定 的 , 如 果 范 
数 所 xz) 在 xo 点 的 线性 化 算 子 DF(xo) 的 所 有 特征 值 的 实 部 都 是 非 正 的 。 

例 2.2 考 虚 如 下 二 维系 统 


[ = 区 2 
X27 = ~ SnYX1 ~ ry 
它 有 奇 点 (各 ,中 ) = (hr,0) (KEZ), 有 
0 
ye ,0) =| 出 


-ooskgr -1] 

该 矩阵 的 特征 方程 为 
A | 
cosMM A+1 
则 有 1，= (- 14 VT-4oosii)/2, 那 么 


人 当 上 是 偶数 时 ,)i。 = ( - 1+ 2i) ,此 时 奇 点 是 谱 和 定 的 ; 


=A*+A+ coskrn=0 


@ 当 是 亲 数 时 ,2,.， = ( -14 吕 ), 有 一 个 特征 根 是 正 的 ,因而 此 办 奇 点 是 


谱 不 稳定 的 。 
定义 2.3( 线 性 稳定 ) 设 xX() 是 线性 方程 组 (2.6) 的 任意 解 。 微 分 方程 组 
《2.1) 的 奇 点 x。 称 为 是 线性 稳定 的 ,如 果 对 于 任意 。 > 0, 存 在 8 > 0, 使 得 当 
17(0) -X01 <5 时 ,1x(1) - xol < 对 一 切 1: >0 成 立 。 
线性 稳定 性 可 推出 诺 稳 定性 。 因 为 若 谱 中 有 一 个 严格 为 正 的 实 部 的 特征 根 
的 语 , 必 存 一 个 不 稳定 的 特征 空间 ( 它 实际 上 是 解 的 不 变 子 空间 ) ,从 而 线性 不 稳 
定 。 反 之 却 不 成 立 。 下 曾 举 一 个 例子 说 明 这 一 点 。 
例 2.3 考虑 二 维系 统 
六 = 和 
它 有 了 唯一 奇 点 (0,0) , 且 
0 
aro0= 人 | 中 
因而 在 奇 点 (0,0) 的 导 算 子 有 二 重 特征 根 1 = 0, 从 而 它 是 谱 稳 定 的 。 另 一 方面 ， 
在 奇 点 (0,0) 的 线性 化 方程 组 为 
请 =0 
天 2 三 度 | 
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显然 ,该 线性 方程 组 的 解 为 


| mi = Ct+ cy 


这 里 cl, c; 为 任意 常数 。 因 此 ,1x(1) -01=V etcet+ e+o( 只 要 
ci0 且 1 一 + %m), 由 此 说 明 家 点 (0,0) 是 线性 不 稳定 的 。 

对 于 有 限 维 情形 ,线性 稳定 的 必要 条 件 是 导 算 子 DF(x。) 所 有 特征 值 有 非 正 
实 部 ,并 且 如 果 有 纯 虚 根 的 话 ,所 有 纯 虚 根 都 是 单 重 根 。Amold(1978) 证 明 , 如 时 
存在 纯 虚 重 根 , 当 系 统 产生 共振 时 会 出 现 不 稳定 性 。 

证 明 线 性 稳定 性 的 一 种 有 效 方法 是 所 谓 的 能 量 Casimir 函数 方法 。 这 种 方 
靶 将 会 在 以 后 纵 出 。 联 系 到 这 种 方法 有 一 种 稳定 性 定义 , 即 形式 稳定 性 定义 。 

定义 2.4( 形 式 稳 定 ] 微分 方程 组 (2.1) 在 奇 点 x。 是 形式 稳定 的 ,如 果 存 
在 方程 组 (2.1) 的 一 个 满足 以 下 条 件 的 守 便 量 玉 : 

D DH(xo) =0; 

回 六 (x6) 是 正定 或 负 定 的 。 


其 中 DB(ao) 是 月 在 z 点 的 宰 度 ,而 (xo) = [总 订 (xo)】 是 下 在 za 点 


的 Hesse 抢 阵 。 

将 守住 量 豆 在 奇 点 xz 附近 作 素 勒 展开 得 

Hx) HCxo) = DHOxoO) (x xo + xt Hr (Cx xo) + Ox -2 
= (x- x DH ro) (x -xo) + O(x- xol) 

上 式 说 明 : 由 于 五 的 Hesse 矩阵 在 xs 点 是 正定 或 负 定 的 ,因此 可 以 用 五 定义 一 
个 度量 ,使 其 沿线 性 方程 组 (2.6) 的 解 是 不 变 的 ,因此 从 形式 稳定 可 以 推出 线性 
稳定 。 反 之 却 不 成 立 ,反例 将 在 Liapunov 稳定 性 定义 之 后 给 出 。 

下 面 我 们 给 出 最 常用 最 强 的 -- 种 稳定 性 定义 ;LiapunoY 稳定 性 (或 非 线 性 稳 
定性 ) 定 义 。 

定义 2.5(Liapunov 稳定 】 设 x(t) 是 方程 组 (2,1) 的 任 一 解 。 微 分 方程 组 
(2.1) 的 冰点 xo 称 为 是 Liapunov 稳定 的 ,如 果 对 于 任意 e > 0, 存 在 5>0, 当 
1r(0) -xol < 时 ,对 于 一 切 1>0, 有 |x(?) ~ xol<e, 如 果 还 有 lim x(#) = xo， 
则 称 x。 是 渐 近 稳定 的 。 

这 个 定义 的 几何 解释 如 图 2.1 和 图 2.2 所 示 。 

对 于 有 限 维系 统 来 说 形式 稳定 与 Liapunov 稳定 是 等 价 的 。 而 对 无 穷 维 空间 
则 不 是 如 此 。 我 们 在 本 章 给 出 形式 稳定 性 定义 ,主要 是 为 了 方便 讲解 能 芋 
Casimir 函 数 方 法 。 

从 前 面 的 知识 可 以 看 出 Liapunor 稳定 必定 线性 稳定 ,因而 也 必定 谱 稳 定 , 反 
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图 2.2 Liapunor 稳定 在 及 x R" 中 的 示意 图 
之 则 不 成 立 。 因 此 谱 稳定 内 是 Liapunov 稳 定 的 必要 条 件 。 由 此 可 以 看 出 谱 不 稳 
定 必 定 Liapunoy 不 稳定 。 
例 2.4 对 于 到 中 Hamilton 函数 妃 = 天 + 六- 下, 它 对 应 的 Hamilton 方程 


为 
=2P 
| 40 (2.7) 
显然 (0,0) 是 它 的 一 个 奇 点 ,在 这 个 奇 点 的 线性 化 方程 为 
4=2p 
(: -_20 (2.8) 


显然 系统 (2.8) 的 解 是 
( = CC082t + cosin2t 
p= -crsint+ ccos2t 
由 此 可 知 系统 (2.7) 是 线性 稳定 的 。 另 一 方面 ,系统 (2.7) 有 一 个 首次 积分 严 + 
”=c, 因 此 可 以 很 容易 画 出 他 的 相 图 ( 妈 它 的 轨 线 分 布 图 ) ,如 图 2.3 所 示 。 
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了 


图 2.3 系统 (2.7) 的 平面 相 图 
从 平面 相 图 可 以 看 出 ,系统 (2.7) 除 了 两 条 同 宿 轨 外 其 余 的 轨道 都 是 周期 加 
道 。 因 此 ,除了 两 条 同 宿 轨 外 的 其 他 轨道 ,在 欧 几 里 得 度量 下 总 有 V pr + g 是 周 
期 函数 ,并 且 当 V 两 + 名 足够 小 时 有 总 有 sup Vp +9 > 12。 这 就 说 明 系统 
{2.7) 不 是 Liapunor 稳定 ,因而 不 是 形式 稳定 的 ,因为 有 限 维 欧 几 里 得 空间 的 所 
有 度量 都 是 等 价 的 。 


2.2 常 微分 方程 组 的 奇 点 的 Liapunov 稳定 性 判别 方法 


谱 稳定 性 是 十 分 容易 判断 的 ,只 须 求 出 导 算 子 在 奇 点 的 特征 值 即 可 。 然 而 
对 于 Liapunov 稳定 性 的 判别 却 没有 这 人 么 简单 ,但 也 有 充分 性 定理 。 
定理 2,1{Liapunov】 设 xo 是 微分 方程 组 (2,1) 的 一 个 奇 点 ,U0 是 包 洁 x 的 
一 个 邻 域 ,而 
VI:UCR—*R 
是 连续 可 微 函数 ,并 且 满 足 
D Vxo) =0, Vx) > 0,¥ XEU- {xrol 


@ 开 = 3 型 <0, 在 0- 1ml 上 
那么 * 是 Liapunov 稳定 的 。 如 果 进 一 步 还 有 
@ 于 <0, 在 0-lmi 上 


那么 x 是 局 部 渐 近 稳定 的 , 即 从 UV 内 任 一 点 出 发 的 轨 线 当时 间 :> + 中 时 都 赵 
于 琳 点 Too 车 U=R" , 则 Xo 是 大 范围 浙 近 稳定 的 。 
满足 条 件 呈 和 加 的 函数 六 称 为 Liapunov 函数 。 
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这 个 定理 的 证 明 不 在 本 书 给 出 ,因为 在 一 般 的 常 微 分 方程 稳定 性 理论 教材 
上 都 可 以 找到 。 
这 个 定理 告诉 我 们 ,不 用 解 方程 组 (2.1) 就 可 以 判断 其 奇 点 的 Liapunovy 稳定 
性 。 这 里 的 关键 在 于 寻找 Liapunov 函数 VF。 可 以 证 明 Liapunov 函数 了 总 是 存在 
的 ,但 没有 一 般 性 的 构造 方法 。Liapunov 落 数 只 能 靠 观 察 所 考虑 的 方程 组 任 经 
验 去 构造 。 下 面 给 出 几 个 例子 来 加 以 说 明 。 
例 2.5 考虑 Leipnik-Newton 系统 
£1 = 10%x3 一 站 .44Y + 和 
号 = X13 一 XI 一 站 ,444 
Ey = — HEX + ors 
该 方程 组 摘 述 的 是 :用 线性 反馈 来 稳定 刚体 姿态 运动 。 在 上 面 的 方程 组 中 , 若 抛 
` 弃 线性 项 , 它 就 是 自由 刚体 运动 方程 。 我 们 还 可 以 证 明 , 当 a 取 一 定 的 值 时 ,也 
就 是 说 当 刚 体 运 动 受到 一 定 外 部 干扰 时 ,可 能 产生 混沌 运动 。 下 面 我 们 要 证 明 
适当 地 如 以 反馈 , 即 选择 适当 的 a 可 以 消去 刚体 的 混沌 运动 ,使 其 资 杰 稳 定 下 
来 。 
显然 原点 (0,0,0) 是 该 系统 的 一 个 奇 点 。 取 


VOx ,29 3) = 六 (地 十 x2 +3%3) 


那么 了 满足 Liapunov 定理 中 的 条 件 伞 。 一 个 直接 计算 有 


dV ayrdxl 9V dxz AV dx ， ， ， 
di 9x, dt 1 dx, dr + Fx dt 一 -0.4x1 — 0.4%2 + 3ax3 


当 a<s0 时 ,dVidt <0。 因 此 ,该 系统 在 原点 是 Liapunov 稳定 的 。 而 当 a <0 时 ， 
在 R' -10| 上 有 dyFrdr<0, 因 而 该 系统 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 这 也 说 明 ,不 管 刚 
体 开始 的 运动 有 多 必 不 稳定 ,只 要 选择 a <0, 即 加 一 个 适当 的 扭矩 , 随 着 时 间 的 
增加 ,刚体 转动 角速度 越 来 越 小 ,最终 将 其 稳定 下 来 。 

例 2.6 考虑 Lorenz 系统 


XR1 = (~ x + rx) 


和 二 XX RL ~ x 
Xa KN 一 bx, 
它 是 一 个 用 来 描述 长 期 天 气 预 报 的 大 气动 力学 模 刹 。 显 然 原 点 (0,0,0) 是 它 的 
-个 奇 点 。 取 


7= 寺 [aa + AsCK3 + x3)] As>0 


则 
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[= 


V 
t 


上 式 右 边 的 一 次 型 的 系数 矩阵 是 


= — or? Az? ~ Bs + (0 + pAs) Xx 


-" Term) 0 
六 (+ 风 ?) 一 由 3 0 
0 0 -下 


由 此 可 知 该 二 次 型 是 负 定 的 充 要 条 件 是 s > 0, <1,b>0, 并 且 在 这 一 条 件 下 ， 
系统 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 

例 2.7 一 般 的 刚体 姿态 稳定 化 方程 。 众所周知 ,自由 刚体 运动 中 , 绕 长 轴 
和 短 轴 的 转动 是 稳定 的 ,而 绕 中 轴 的 转动 是 不 稳定 的 。 当 刚体 在 一 定 的 外 部 因 
素 影 响 下 失去 稳定 性 后 ,我 们 希望 加 一 个 适当 的 扭矩 使 其 变态 稳定 下 来 。 这 种 
扭矩 巧 角速度 的 线性 函数 。 加 招 矩 后 的 刚 栖 运动 方程 为 


1 1 

艺 ) = 人 (元 -aa + KX) 
1 1 

区 2 二 (7 -元 jn + Ky ky 


1 1 
三 ( 芋 -了 ja 十 Fax 
这 个 方程 组 有 一 个 奇 点 (0,0,0) , 取 


V=(x + + 


则 


:= ky x? + fea 2 + ks x 


由 此 可 以 看 出 , 当 <0,&<0,h<0 时 ,原点 是 大 范 团 渐 近 稳定 的 。 

事实 上 ,构造 适当 的 Liapunov 函数 是 一 件 不 容易 的 事情 。 因 而 ,希望 用 别 的 
容易 的 方法 来 判断 Liapunov 稳定 性 。 我 们 知道 , 谱 稳 定 是 容易 判断 ,是 否 在 谱 称 
定 的 条 件 下 再 加 适当 的 条 件 就 可 以 兰 斯 Liapunoy 稳定 性 呢 ? 下 而 的 定理 就 是 在 
这 方面 的 一 个 尝试 。 

定理 2,2 如果 微分 方程 组 (2.1) 在 奇 点 zo 的 导 算 子 BYCxo) 的 所 有 畦 征 值 
的 实 部 都 是 小 于 零 的 , 则 该 方程 组 在 x。 点 是 局 部 新 近 称 定 的 。 

这 个 定理 的 证 明 可 以 在 一 般 常 微分 方程 书 中 找到 ,在 此 不 再 给 出 。 这 个 定 
理 虽 是 局 部 的 ,但 对 于 判断 背 点 的 导 算 子 没有 零 实 部 特征 根 的 情况 下 的 奇 点 的 
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Liapunoy 稳定 性 却 是 十 分 简单 ,只 须 计 算 导 算 子 在 该 奇 点 的 特征 根 即 可 。 

下 面 是 一 个 判断 奇 点 的 不 稳定 性 定理 。 

定理 2.3 如 果 方 程 组 (2.1) 在 奇 点 x 的 导 算 子 Df(x。o) 的 特征 值 中 至 少 有 
一 个 特征 根 的 实 部 为 正 , 则 该 奇 点 是 不 稳定 的 。 

这 是 因为 苦 有 一 个 特征 根 的 实 部 为 正 的 话 , 那 么 在 对 应 该 特征 值 的 特征 疝 
量 方向 有 一 个 不 稳定 解 子 流 形 ,在 该 流 形 中 的 解 随 着 时 间 的 增加 是 远离 奇 点 的 。 
这 一 点 我 们 将 在 以 后 加 以 证 明 。 

从 上 面 商 个 定理 可 以 看 出 , 若 奇 点 x 的 导 算 子 .一 (zxo) 的 所 有 特征 根 的 实 
部 不 为 零 的 话 , 其 Liapunov 稳定 性 与 谱 稳定 性 一 致 。 至 于 有 零 实 部 特征 根 时 ,其 
麻 点 的 Liapunov 稳定 性 可 用 中 心 流 形 定 理 来 加 以 判断 ,这 在 以 后 将 会 详细 讲解 。 

下 面 我 们 再 回头 去 看 例 2.4 和 例 2.6。 在 例 2.4 中 ,原点 的 导 算 子 为 


-04 1 0 
DFO0,0)=| -1 -0.4 0 
0 0 a 
其 特征 方程 是 
A+0.4 -1 0 
1 A+0.4 0 [=[QA+0.47 +1](4-a)=0 
0 0 A-a 
它 有 三 个 不 同 的 特征 根 4 = a ,X33 = -0.4+i。 由 此 可 以 判断 , 当 a <0 时 , 原 
点 是 局 部 渐 近 稳定 的 。 


类 似 地 可 以 计算 在 例 2.5 中 的 系统 在 原点 处 的 导 算 子 的 特征 值 为 1; = ;， 
= 高 ,A3= 及。 由 此 可 知 ,当天 <0, 刀 <0 和 六 <0 时 ,该 奇 点 是 局 部 渐 近 稳 
定 的 。 


2.3 币 微 分 方程 组 的 奇 点 的 形式 稳定 判别 方法 


在 经 典 的 Hamilton 系统 理论 中 有 一 个 判断 形式 稳定 性 的 著名 定理 : 
Lagrange-Dirichlet 定 理 。 下 面 给 出 的 一 个 能 处 理 广义 Hamitton 系统 稳定 性 的 方 
法 :能 量 Casimir 函数 法 。 

定理 2,4[Lagrange-Dirichlet 定理 】 设 (x,, yo) 是 Hamitton 系统 

dx 3H dy; aH . 
di ay dt ~ ax i=l,2, an 
的 一 个 奇 点 。 则 当 严 王 (xu 如) 是 正定 或 抽 定 时 (xs , 0) 是 Liapunov 稳定 的 。 
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这 个 定理 的 几何 证 明 是 非常 简单 的 。 因 为 二 阶 变 分 户 本 (xo, yo) 是 正定 

《或 负 定 ) 的 ,因此 只 要 常数 c 足够 小 ,等 势 面 
H(x,y)}=e 
是 一 个 封闭 的 曲面 。 

由 于 (x,y) 是 守恒 其 ,那么 从 等 势 面 (x,y) = c 上任 一 点 出 发 的 轨 线 只 
能 在 等 势 面 上 路 。 因 此 等 蔓 面 把 整个 空间 分 为 两 个 不 相交 的 部 分 ,在 等 势 面 内 
部 任 一 点 出 发 的 解 不 会 跑 到 等 势 面 外 部 , 面 外 部 的 解 也 不 会 跑 到 内 部 去 。 由 此 
可 知 育 点 是 Liapunov 稳定 的 。 

用 类 似 的 方式 可 以 证 明 : 在 有 限 维 的 情况 下 ,形式 稳定 必定 Liapunov 稳定 。 
但 在 无 穷 维 情况 下 这 一 结论 不 一 定 成 立 。 

能 量 Casimir 函数 法 是 Lagrange-Dirichlet 方法 的 推广 ,其 基础 是 来 自 几 何 
Poisson 结构 。Lagrange-Dirichlet 定理 是 针对 经 典 Hamilton 系统 的 ,而 能 量 Casimir 
函数 法 是 针对 广义 Hamilton 系统 的 。 经 典 Hamilton 系统 的 定义 可 以 在 一 般 的 理 
论 力学 书 中 找到 。 设 经 典 Hamilton 系统 的 Hamilton 函数 为 H(g,p)( 这 里 gq = 
(gi1,92，…, 9 ) 是 广义 位 称 , 面 p = (py ,pi，…;p,) 是 广义 动量 ), 则 其 对 应 的 
Hamilton 方程 为 

dg _aH8 dp:_ _3H 

di ap, dt ~ ag, 
如 果 记 z= 《9p)" = (9 ,… 94;P1:"…;pa); 则 方程 (2.9) 可 以 写成 如 下 矩阵 形 
式 


i=1,2,"",n (2.9) 


qed H(z) (2.10) 


其 中 J 为 反对 称 矩 阵 ,YE(z) 是 梯度 向 其 
/| 0 
-10 
Y H(z) =- (于 | 
这 里 了 为 mn 阶 单位 矩阵 。 当 我 们 把 常数 矩阵 7 改 为 钞 数 矩阵 时 ,可 以 定义 广义 
Hamilton 系统 。 
定义 2.6 常 微分 方程 组 
t=f(x) rER" (2.11) 
称 为 广 文 Hamilton 系统 ,如 果 存 在 Hamilton 函数 (x) 及 n x n 阶 反 对 称 矩 阵 
J(x) =[J(x)],、。 使 得 方程 组 (2.11) 可 以 写 如 下 形式 
x=) V HX) = f(x) (2.12) 
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并 且 反 对 称 矩 J i Jacobi 恒等式 


> [0) 人 + lx ) 当 2， Ju(x) 全 = 0 


芭 对 称 矩 阵 0 也 多 和 Poisson 结构 ,这 里 ijsk =1,2,"…, no 
例 2.8 自由 刚体 运动 方程 是 


1 1 
证 1] 一 五 “五 YIN3 
1 1 
吉 = (二 -二 jx 
1 1 
二 = 人 (天 - 于 ja 
骤 
0 一 3 2 
T(x)-= 马 本 ] 0 一 立 1 
一 克 : 和 | 0 


显然 J(x) 是 反对 称 的 ,并 旦 满足 Jacohi 人 恒等式。 再 到 
Hl(x) = 再 (2 x ,3) = 二 (二 并 + 1, + 二 


五 及 1 
直接 的 验证 可 知 下 列 Hamilton 方程 

1 

了 
41 0 一 并 席 2 n 
ti |= Tx) :VHC(x)= 0 一 
网 一 克 2 | 0 1 

五 


正 是 自由 刚体 运动 方程 。 于 是 自由 刚体 运动 方程 是 一 个 广义 Hamilton 系统 。 
例 2.9[Heave Topj 一 个 重 刚 体 绕 固定 点 运动 的 方程 为 


一 天 1 1 
m= EL Mm + Mets, 二 有 新 观 作 计 直 时 二 /和 
一 了 
人 Mgiy 和 = 了 
一 了 
响 5 二 1 2 mi my Ya 一 I Ma D1 I m1 V2 
Ib 
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0 —_m mz 0 —by to 
my 0 一 入 | 0 一 由 
一 ma Ti1 0 一 YP» 1 0 
了 (= 
如 一 3 Ya 0 0 0 
3 0 一 了 0 0 0 
— | 0 们 0 站 


及 


这 里 x=(m,?),m = {mi, ma, ma)sy 三 (ys Vs V3)o 直接 计算 可 知 下 列 广义 
Hamilion 系 统 


a 
Wt 0 -m3 ma 0 一 岂 仿 了 
ma m3 0 -mm 扫 0 一 划 天 
| -my mi 0 -bt 贫 0 : 
= ms 
全 0 TV 因 0 0 
2 v3 0 — 0 0 0 0 
9 — 协 人 0 0 0 0 
Nel 
正 是 Heave Top 方程 。 
人 性质 2.1 Hamilton 函数 吕 (x) 是 一 个 守恒 量 。 
直接 计算 有 
a =» 到 = [VHCX)) Jr VRCr) = 0 


因为 1 和 

定义 2.7 函数 C(x) 称 为 Poisson 结构 J(x) 的 Casimir 函数 (或 中 心 ) ,如 果 

C(x) 满 足下 列 方程 
Tx)Y Ctx)=0 

显然 Casimir 函数 也 是 该 广义 Hamilton 系统 的 一 个 守恒 量 。 

直接 的 计算 显示 Cltsia, 知 )=( 妇 + 有 + 好) 是 例 2.7 中 所 给 出 的 
Poisson 结构 的 Casimir 函数 。 同 样 通过 直接 计算 可 知 若 C(x) 是 J(x) 的 一 个 
Casimir 函数 ,那么 对 于 任意 的 一 元 函数 g(z) ,复合 函数 gf Ctx)] 也 是 J(x) 的 
Casimir 函数 。 

21 


非 线性 动力 学 一 一 分 关 、 混 六 与 孤立 子 


下 面 求 例 2.8 中 所 给 出 的 Poisson 结构 的 Casimir 函数 。 由 
J(x)'Y C(x)=0 
得 到 下 列 偏 微分 方程 组 
930 a 中 


-ms = + 三 
要 dm + nm am | 3。 由 as 0 


由 后 三 个 方程 有 
CX) = Cm) = Vm yy) = (mv + mv + mavas td , V2, 93) 


以 此 代入 前 三 个 方程 得 


3 ,a 

-0 By, + 2 go = 
Ea 

9 530 


一 py 2 + vy 3 = 
由 此 有 
V=p(m yp ) = gp(mv + mv + ma sm + 亿 + 二 ) 
于 是 获得 的 Casimir 函数 为 
Cr}= CR rv) = pimp, 1yl2) 

Casimir 函数 还 有 一 个 性 质 :Hamilton 函数 加 上 任何 Casimir 函数 仍 可 作 原 系 
统 的 Hamilton 函数 ,因为 以 这 种 Hamilton 函数 算出 来 的 Hamilton 方程 与 原来 的 
Harmilton 方程 完全 一 样 。 

下 面 我 们 来 介绍 能 量 Casimir 函数 法 ,并 和 解决 自由 刚体 运动 的 稳定 性 问题 。 

能 量 Casimir 函数 法 描述 如 下 : 

QD 构造 适当 的 Poisson 结构 J( x) 及 Hamilton 函数 下 (x) ,使 所 考虑 的 系统 
成 为 广义 Hamilton 系统 : 
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FE I)V Hx) =f(7) 


名 寻找 一 族人 守恒 量 , 即 找 出 函数 C:R" 一 RR 使 得 


dC{x) 
dt -|i2.12) 


寻找 这 种 函数 的 一 种 有 效 方法 就 是 找 Poisson 结构 的 Casimir 酒 数 ， 

全 选择 守恒 量 C(x) ,使 得 下 +C 对 系统 (2.12) 的 奇 点 x。 有 D(H+ CC) 
(Xo) =0; 

轩 计算 访 (H+ C)(xo) 的 正定 性 。 

前 面 我 们 已 经 把 自由 刚体 运动 方程 化 成 了 广义 Hamilton 系统 ,下 面 来 证 明 
一 个 著名 定理 。 

刚体 稳定 性 定理 ;在 自由 刚体 运动 中 , 弹 长 轴 和 短 轴 的 转动 是 稳定 的 ,而 绕 
中 办 的 转动 是 不 稳定 的 。 

下 面 用 能 量 Casimir 函数 法 来 证 明 这 个 定理 。 

第 一 步 :已 经 在 例 2.8 中 完成 。 

第 二 步 :对 于 任意 函数 p:R_>R 


C(x) = p[ 二 (到 十 mi+ m?)] 
第 三 步 : 求 -- 阶 变 分 , 即 要 寻找 一 个 Casimir 函数 C, 使 得 到 = 玫 + Cs 以 指 
定 奇 点 为 其 临界 点 ; DHe(xo) =0。 取 


Hl x) = 二 | 好 + 十 i 本 十 g[ 广 (对 + 粹 十 x)| 


一 个 直接 的 计算 得 


DH.(x) = | 


dHe ?下 “下 
Ox1 ’ EE ’ Ox | 


这 里 Ix| = zt + x + Xo 
从 刚体 运动 方程 可 知 该 方程 组 奇 点 为 (x ,0,0),(0, x;,0) 及 (0,0, x3)。 
此 ,三 根 坐标 轴 上 的 每 一 点 都 是 奇 点 。 从 前 面 已 经 知道 ,自由 刚体 运动 方程 的 解 
必须 满足 能 量 守 恒 方 程 好 + 2 + Eo 一 2 以 KX] = Gyty Ya = cya 和 XI = CY 代入 
这 个 能 量 守恒 方程 得 yi + y2 + % =1。 经 过 这 样 的 正规 化 处 理 后 ,只 须 考 虑 奇 
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点 (1,0,0),(0,1,0) 及 (0,0,1) 的 稳定 性 即 可 。 不 失 一 般 性 ,我 们 只 考虑 奇 点 x。 
=(1,0,0)。 显 然 


DHe(xo) = 人 上 (二 ) ,0,0] 


由 DHc{ xo) =0, 必 有 


第 四 步 :计算 DP? He《xo) 的 正定 性 和 负 定 性 。 ee 


FHe Hc 
于 EPP Pe (x) 
2 H. PH 
D’ Hc (xo) 二 Bag (0) EE Bx (xo) rg (x0) 


2 HH. FH 
EPE Ep Ee (xe) 


i 工 
-| 0 -0 
1 1 
° ”人 
该 矩阵 为 正定 的 充 要 条 件 是 
v3)>0 五 > 五 站 > 下 


取 
?47)= -也 + 了) 
则 DP Hc(xo) 为 正定 矩阵 。 由 此 可 知 ,刚体 绕 长 轴 ( 即 最 大 惯量 六 对 应 的 轴 ) 的 


转动 是 稳定 的 。 
类 似 地 ,该 矩阵 为 负 定 的 充 要 条 件 是 


g(3)<0 nh<h ne<h 
到 
p(y) = -yy- 生 ) 


则 DHe(xo) 是 负 定 的 。 由 此 可 知 ,刚体 绕 短 轴 ( 即 最 小 惯量 对 应 的 轴 ) 的 转动 
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是 稳定 的 。 
该 矩 为 不 定时 , 必 有 五 < 五 < 六 或 五 < 五 < 五 。 此 时 用 谱 分 析 的 方法 可 以 


证 明 , 绕 中 轴 的 转动 是 不 稳定 的 。 

Lagrange Top 运 动 稳定 性 定理 :如 果 m > 2 v Mgih ,那么 敢 直 自 旋 Lagrange 
Top 运 动 ( = 1 > 态 ) 是 非 线 性 稳定 的 。 

事实 上 第 一 步 我 们 已 经 在 例 2.9 中 已 完成 。 

第 二 步 :对 于 任意 二 维 画 数 p: 开 一 及 

H(x)= Hr) + pimp, Ivl’) 

第 三 步 : 求 一 阶 变 分 。 我 们 只 考虑 Lagrange Top 垂 直 自 旋 。 即 只 考虑 奇 点 如 

= (m0, Vo) (me = (0,0, ™) 0 0， | 


DH (x0) = (F(t) se C0) ro) ,G(r0), (ro) ,B(x)) 


= {0,0,3 0 一 + 9 ml), 0,0, Mel + md 9 (ms,1) +23,9(m;, 1)] 
这 里 
39 39 

dg.v) = 0p 0) = 
于 是 DH.(x。o) =0 的 充 要 条 件 是 

ee 

| 

Mel + md plma,1) +23,p( ms,1)=0 

从 而 
9.9lm1) = 一 


1 


Md im? (2.13) 
at 3 


ao ms = - 2 + 237 
第 四 步 :计算 五 在 x。 点 的 Hesse 所 了 DH. (xo) 的 正定 性 。 记 a = 
dpm b= pm,l),c=P po ml), d= pm,D),e= Hp (m1),— 


个 直接 计算 有 


非 线性 动力 学 一 一 分 叉 、 混 沌 与 孤立 子 


丰 0 0 a 0 0 
0 1 0 0 a 0 
nn 
DH.(xo) = 0 0 +e 0 0 g++ mct+2e 
a 
a 0 0 25 0 0 
0 &a 0 0 28 0 


0 0 e+mac+2e 0 0 2hb+4me+mict+dad 
众所周知 ,DH.(x。) 是 正定 的 充 要 条 件 是 它 的 所 有 主子 行列 式 为 正 。 它 的 6 个 
主子 行列 式 的 值 分 别 为 


Aws = ID H.(x0)i 
= 村 一 2) [(} + "] (2b + dmse + mic+dd)- (at me +2e)?] 
由 此 可 以 看 出 , 产 HCxo) 为 正定 的 充 要 条 件 为 


1 
+e>0 
入 -o>0 


号 + le t+4me+mict+dd)- (a+ mc+2e): >0 
现在 取 9 满足 下 列 条 件 


ee =0p(m;,1)=0 
. = g(rm ,1) =0 
d=p(m,1)>0 
那么 上 面 的 不 等 式 变 为 
芝 - a >0 


25 ， 
a 一 G >0 
在 条 件 万 = 天 > 五 的 条 件 下 ,上 面 东 等 式 组 变 为 
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-0 
1 


以 条 件 (2.13) 代 和 人 上述 不 等 式 得 
而 中 (二 — mi 机 + Mel < 
上 面 的 不 等 式 是 关于 1 的 二 次 多 项 式 , 上 述 不 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
mi ~ 4Mel m: >0 
即 
ms >2 a 
于 是 定理 证 毕 。 

由 此 也 可 检 看 出 ,能 量 Casimir 方法 是 证 明 非 线性 稳定 性 的 一 个 有 效 方法 。 
事实 上 ,能 量 Casimir 方法 的 诱 人 之 处 并 不 在 此 ,而 是 证 明 无穷 维 系统 的 非 线性 
稳定 性 (如 流体 的 稳定 性 )。 由 于 本 书 篇 幅 有 限 ,我 们 不 在 此 介绍 能 量 Casimir 方 
法 在 这 方面 的 应 用 。 

能 其 Casimir 函数 方法 的 关键 在 于 把 一 个 动力 系统 实现 为 广义 Hamilton 系 
统 , 传 统 上 是 通过 对 李 群 或 李 代数 约 化 得 到 。 对 于 三 维 动力 系统 ,如 果 知 道 它 一 
个 首次 积分 和 其 散 度 为 零 ,那么 我 们 总 可 以 将 其 实现 为 一 个 广义 Hamilton 系统 ， 
并 且 可 以 构造 出 它 的 第 二 次 首次 积分 。 

能 量 Casimir 郊 数 方法 的 另 一 个 关键 在 于 构造 足 够 多 的 冰 数 无 关 的 首次 积 
分 。 求 Poisson 结构 的 Casimir 函数 是 一 种 方法 。 事 实 上 , Casimir 函数 以 及 
Hamilton 函数 并 不 是 系统 的 所 有 首次 积分 。 例 如 , Heave Top 方程 总 有 3 个 首次 
积分 ,而 在 其 些 条 件 下 有 5 个 首次 积分 。 


思考 题 


1. 试 构造 一 个 谱 稳定 而 线性 不 稳定 的 二 维 或 高 于 二 维 的 系统 。 
2. 试 构造 一 个 线性 稳定 但 非 线性 不 稳定 的 系统 。 


3. 考虑 谐振 子 方程 
#=y 
了 = - 雪人 % 十 多 】 
试 讨论 该 系统 在 原点 的 非 线 性 稳定 性 。 


4. 海 岂 Lorenz 系统 
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=o(y—X) 
ey 5>0 有 >0 
z= 一 应 + 地 
取 V={x?+ oy + oz) 有 2, 用 此 函数 找 出 该 系统 在 原点 (0,0,0) 是 大 范围 浙 近 稳 
定 的 条 件 ,试问 这 些 条 件 是 必要 的 吗 ? 
5. 考虑 下 列 带 有 附加 装置 的 刚体 运动 方程 


， 1 ] 
总 ={ 广 - 天 ] 加 mm + 二 mm (2.14) 


中 证 明 
0 -ma 一 mz 
ro 0 
一 于 ml 0 
是 一 个 Poisson 结构 ; 
加 如 果 取 
Hw) = 二 [型 + 型 + 到] 
那么 下 列 Hamilton 方程 
= Tm)Y Hm) 
正 是 方程 组 (2.14) ,这 就 说 明 (2.14) 是 广义 Hamilton 系统 ; 
弛 研究 该 刚体 运动 的 非 线性 稳定 性 。 
6. 用 谱 分 析 的 方法 证 明 当 ms < 2 v gi 时 ,1agrange Top 的 垂直 自 旋 是 线 
性 不 稳定 的 ,因而 是 Liapunov 不 稳定 的 。 
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在 上 一 章 我 们 已 经 看 到 ,如 果 一 个 奇 点 的 导 算 子 的 所 有 特征 根 的 实 部 都 个 
为 零 ,其 Liapunos 稳定 性 可 以 完全 确定 。 然 而 , 当 特 征 值 中 有 零 实 部 的 特征 根 
时 ,我 们 不 能 用 谱 稳 定性 来 判断 Liapunov 稳定 性 。 我 们 下 面 的 目的 就 是 要 判断 
奇 点 的 导 算 子 有 零 实 部 特征 值 时 的 Liapunov 稳定 性 。 虽 然 没 有 判定 定理 ,但 将 
给 出 一 个 判断 方法 。 这 个 方法 的 基础 是 中 心 流 形 定理 。 中 心 流 形 定理 在 线性 微 
分 方程 组 情况 十 分 简单 ,这 是 因为 导 算 子 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 将 解 空间 分 
为 三 部 分 :一 部 分 是 所 有 实 部 大 于 零 的 特征 值 所 对 应 特征 向 量 构成 的 特征 解 子 
空间 ,从 这 个 子 空间 中 任 一 点 出 发 的 解 还 在 这 一 个 子 空间 中 ,并 且 当 时 间 趋 于 无 
穷 时 , 轨 线 远离 奇 点 ,因而 也 称 这 个 子 空间 为 扩张 子 空间 ;一 部 分 是 由 所 有 实 部 
为 负 的 特征 根 所 对 应 的 所 有 特征 向 量 构成 的 特征 子 空间 ,在 这 个 子 空间 中 任 一 
点 出 发 的 轨 线 当时 间 趋 于 无 穷 时 , 赵 于 冀 点 ,因而 称 为 收缩 子 空 间 ;最 后 一 部 分 
是 所 有 零 实 部 的 特征 根 对 应 的 特征 向 量 构成 的 子 空 间 ,从 这 个 解 子 空间 中 的 点 
出 发 的 轨 线 是 周期 轨 。 现 在 我 们 要 问 的 问题 是 :上 面 这 种 分 解 能 否 推广 到 非 线 
性 系统 ,这 就 是 中 心 流 形 定 理 要 向 答 的 问题 。 在 本 洁 ,为 了 更 清楚 地 夏 出 奇 点 的 
性 质 ,我 们 将 画 出 奇 点 附近 的 相 图 , 即 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 图 。 对 于 平面 和 三 维 
系统 ,可 以 直接 画 出 相 图 。 然 而 ,对 于 高 维系 统 只 能 抽象 地 回 出 相 图 。 


3.1 线性 系统 解 不 变 子 空间 
下 面 从 一 个 例子 开始 研究 线性 系统 解 空间 的 结构 。 


例 3.1 考虑 及 上 的 线性 系统 
| =4x1 + Ox 


网 2 二 一 3Y1 一 4X2 
车 9 三 — 3x1 — x2 + Xs 


显然 原点 是 它 的 唯一 奇 点 。 在 奇 点 的 导 算 子 就 是 该 线性 方程 组 的 系数 矩阵 


4 6 0 
各 =1-3 -3 0 
-3 -6 1 


它 有 三 个 特征 根 :4, = - 2 是 单 重 根 ,Xs = 1 是 二 重 根 。 一 个 直接 计算 可 知 对 应 
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于 = -2 的 特征 向 景 是 
ei=(-1,1,1)" 
而 对 应 于 二 重 根 %,,3 = 1 的 特征 向 景 是 
6=(-2,1;07  ¢;={0,0,1)7 
记 
P=spanle| = {he 1AER} 
FE = span|ea,es| = {aes + Besla, PER| 
那么 该 系统 的 解 空间 可 分 解 为 记 与 政 的 直 和 , 即 R= FF 全 六。 
下 面 遂 过 计算 来 证 明 户 及 疡 是 该 线性 系统 的 两 个 解 不 变 子 空间 , 即 从 至 
中 点 出 发 的 轨 线 内 能 在 所 中 运动 ,从 所 中 点 出 发 的 轨 线 只 能 在 所 中 运动 。 对 
于 线性 微分 方程 组 ,我 们 可 求 出 它 的 一 般 解 。 令 


-1 -20 
T={el,e,6)=| 1 ] 
1 0 1 
则 有 
-2 0 0 
rr |- 
0 0 1 
于 是 
起 = IT 
那么 
各 = 4T= TIT™ AX 
由 此 有 
TX=JIT x 
令 了 = 7 下 ,那么 有 
Y=JY 
上 式 可 写 为 
7 -2 0 0 入 
OEEES 
3 0 0 1 只 入 
因此 
Y= ee Y= eae: = C38 
于 是 
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«YY -1 -2 0 人 (ee 
x |=| 1 1 0l ee 
Xa 1 0 iM\ ee 


-2 
| = oe -2ee 


即 


Ni = Ce + ce 
Ky ele + ee 
下 面 我 们 证 明 严 是 不 变 解 子 空间 。 任 取 天 中 一 点 xo, 则 xo 可 表 为 
xo= 0 = 79) 
则 在 :=0 时 过 zx 的 解 应 满足 
x1(0)= ~ ce-2c=—7 
[a0 t+c=n 
xal0)=c1+cs=7 
由 此 有 ec = -~ ?ea =ecs=0o 从 而 在 t=0 时 过 xo 点 的 解 为 


区 1 一 ne 1 
xz | = ne 一 De” 1 
ws ne 1 


因而 斑 是 该 线性 系统 解 的 不 变 子 空 间 。 
最 后 ,我 们 来 证 明 严 也 是 不 变 解 子 空间 。 取 扬中 任 一 点 xo, 则 x 可 表 为 
Xo= P82+ Ne = ( -2 入; 各, 训 )" 
容易 计算 在 1 =0 过 x 点 的 解 是 


ER 一 ie 
。 =| fhe |= Wet 六 6 全 
Ts 3 如 


因而 及 是 解 不 变 子 空间 。 从 上 面 给 出 的 解 可 以 看 出 从 严 中 任 一 点 出 发 的 解 
当 | ~ + wm 时 , 趋 于 原点 , 因 总 是 收缩 的 。 而 对 Er 中 的 解 , 当 :>+ w ,远离 原 
点 ,因而 是 扩张 的 ,用 一 个 图 画 出 来 如 图 3.1 所 示 。 因而 原点 是 鞍点 ,这 在 绪论 
中 已 讲 到 。 
有 了 上 面 的 例子 后 ,我 们 就 提出 一 个 这 样 的 问题 :是 否 一 般 的 n 维 线性 齐 
次 系统 都 可 以 将 解 空间 作 一 个 类 似 的 划分 呢 ? 下 面 就 这 样 的 系统 作 一 个 探讨 。 
考虑 一 般 n 维 线性 系统 


=De aE 


x=Ar xER’ ‘3.1) 
， 3] 
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图 3.1 奇 点 口 是 坑 点 
用 oc(4) 表 示 A 的 所 有 特征 值 。 那 么 0 有 在) 可 分 为 三 部 分 ,一 部 分 是 特征 根 实 部 
大 于 零 的 所 有 特征 根 组 成 ,一 部 分 是 由 所 有 负 实 部 的 特征 根 组 成 ,最 后 一 部 分 是 
由 霍 实 部 特征 根 构 成 , 即 
oA )= {AEa(A)|lReA > 0 
otA)= IAEa(A)IReA <0} 
oA)= {AEa(tA)IReA = 
用 包 、F、E 分 别 表 示 对 应 于 上 述 三 类 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 所 张 成 的 特征 
子 空间 。 则 Rr" 可 分 解 为 
R=F BrDF 
现在 要 问 ; 所 、 记 、E' 是 否 为 系统 (3.1) 的 解 的 不 变 子 空间 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 
定义 投影 映射 
RF nui: RF NR—E 
上 述 投影 的 零 空 间 分 别 为 
kemel(x,) = 到 =F OF 
kemel(rx. j= = F BF 
kemelr ) = 可 = FF 
并 且 显 然 有 
Ts 有 = 和 x T= Te 有 入 = 及 
下 面 来 证 明 Er 是 系统 (3.1) 的 不 变 子 空间 。 系 统 (3.1) 在 上 =0 时 过 to 的 
解 可 表示 为 
XL) = eq xn 
这 里 
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er = 了 + +t 


容易 验证 


于 是 当 加 E ,有 
Xo = A,* Xo 
X(t) =et Xo = Xo = ne EP 
因此 F 是 不 变 子 空间 。 同 理 可 证 大 及 饭 都 是 系统 (3.1) 的 不 变 子 空间 { 如 图 
3.2)。 


a] 


图 3.2 R’ 在 解 空间 上 的 分 解 


转 分 解 式 及 " = 太 由 下 晤 EF 以 及 应 用 上 一 章 的 定理 有 下 列 结 论 : 

DF=R' ,Fr = r= 名 ,系统 (3.1) 在 原点 是 渐 近 稳定 的 ,原点 0 是 汇 。 

=, 系统 (3.1) 在 原点 是 不 稳定 的 ,原点 0 是 鞍点 。 

记 = 产 =$8, 扩 =R', 原 点 0 是 不 稳定 奇 点 ,并 且 是 源 。 

国产 = 天 =$, 户 =R' ,原点 0 是 中 心 , 即 所 有 的 都 是 周期 解 。 

国 户 关 上 4, 庆 关 ,$$, 原 点 0 是 不 稳定 的 ,但 在 中 心 子 空间 上 雪线 的 走 
问 未 知 。 

=$, zz$, 忆 ,原点 0 的 稳定 性 和 轨 线 的 走向 都 是 未 知 的 。 

DD = 原点 是 不 稳定 的 ,但 胃 线 的 走 辣 未 知 。 


3.2 不 变 流 形 及 中 心 流 形 定 理 


在 线性 系统 情况 下 , 奇 点 的 导 算 子 的 所 有 正 实 部 特征 根 对 应 的 特征 向 量 张 
成 一 个 解 子 空间 ,但 在 非 线性 系统 情况 下 并 非 如 此 。 第 一 ,在 非 线性 系统 的 解 空 
间 里 没有 代数 运算 ;第 二 ,一 般 趟 存在 这 样 的 整体 空间 。 因 此 ,在 非 线 性 系统 里 
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将 用 局 部 不 变 流 形 的 概念 来 代替 不 变 子 空间 概念 。 

定义 3.1 R' 中 的 一 个 子 集 $ 称 为 微分 方程 组 x = F(x) 的 一 个 不 变 子 流 
形 ,如 果 对 于 任何 zmE3, 在 :=0 时 ,该 方程 组 过 x 点 的 解 x (1,0,xs)E 5 对 
所 有 可 能 的 时 间 :EGR)。 

从 几何 上 来 看 (如 图 3.3),$ 是 不 变 子 流 形 包 从 3 上 任 一 点 出 发 的 轨 线 不 
会 跑 到 3 的 外 面 去 。 


图 3.3 从 3 中 的 点 出 发 的 罗 线 永远 停留 在 3 中 
例 3,2 考虑 二 维 Lotka-Yolterra 方程 组 
人 = Yi Cn 和 十 GD2X2 + a) 
ts = Xa An + Anz + a2) 
定义 RE 土 三 个 子 集 
3 = 1(z,0) lSERI 一 一 x 轴 
S. = |(0,x2)1x;2€Ri 一 一 x; 轴 
5 = |(w ,2) RIx >0,x >0) 一 一 第 一 象限 
下 面 证 明 S,，、$，、S 都 是 Lotka-Volterra 方程 组 的 不 变 子 流 形 。 
显然 微分 方程 组 
a = 世人 十 本 ] ) 
人 =0 
的 解 仍 是 Lorka-Yolterra 方程 组 的 解 。 而 该 方程 组 解 在 x, 轴 的 分 量 为 零 , 因 而 从 
zi 轴 上 的 点 出 发 的 雪线 始终 停留 在 x 轴 上 , 即 5, 是 Lotka-Voltema 方程 组 的 一 
个 不 变 子 流 形 。 同 更 可 证 , 5, 是 Lotka-Voltem 系统 的 一 个 不 变 子 流 形 。 
注意 微分 方程 的 任意 两 个 解 是 不 相交 的 ,因而 从 第 一 象限 的 点 出 发 的 轨 线 


不 会 越过 坐标 轴 跟 到 其 他 象限 去 ,因而 第 一 象限 也 是 Lotka-Volterra 方程 给 的 不 
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变 子 流 形 (如 图 3.4)。 


图 3.4 余 线 部 分 5 是 不 变 子 流 形 


例 3.3 考 志 平面 系统 
| = -y+x[u— (x 和 的] 
=%+yiu- (x +Yy)] 
这 里 = > 0。 显然 圆 周 * + y= wu 是 该 方程 级 的 一 个 解 。 因 而 该 圆周 ,图 周 的 内 
部 以 及 圆周 的 外 部 都 是 该 方程 组 的 不 变 子 流 形 。 
下 面 考 目 一 般 的 非 线 性 系统 (2.1)。 
设 re 是 方程 组 (2.1) 的 一 个 奇 点 , 令 y》=x -xo, 则 有 


y= f(y+xo)= Df(xo)y + R(Y) (3.2) 
这 里 RGy) = O01y1), 记 4 = Df(xo) ,那么 方程 (3.2) 可 写 为 
3=Ay+R(y) (3.3) 
电线 性 代数 知识 可 知 存在 矩阵 了 ,使 得 
4 0 0 
TiAT=|1 0 A, 0 
0 0 4 


这 里 4, 是 sx， 阶 矩阵 ,并 且 其 所 有 特征 根 的 实 部 都 小 子 零 ;4. 是 xx 阶 矩 
阵 , 4, 所 有 特征 值 的 实 部 都 大 于 零 ;而 4. 是 c x e 阶 和 矩阵 ,其 所 有 特征 根 的 实 部 
都 等 于 零 。 这 里 还 有 s+ w+ c= ne。 于 是 方程 (3.3) 可 改写 为 

4 0 0 
0 各。 0 
0 0 Ah. 


y=7T Tiy+R(y) 


即 有 


4 0 0 

ot 有 A， rn, 
0 0 A, 
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令 T17=(egipipirERxRxR=R" ,那么 上 面 的 方程 可 化 为 


A, 0 0 Rw, pw) 
0 A, 0 中 R(u,r,w) 
0 0 A 人 八 w R (u,v,w) 


将 上 面 方程 写成 分 量 形式 为 
| =Au+ Ra,v,w) 


下 


ww 


=Ap+ Ru,r,w) (3.4) 
=Aw+R (u,v,w) 
因此 ,对 于 非 线 性 系统 (2.1) ,在 其 奇 点 xo 附近 ,可 经 过 适当 的 线性 变换 将 其 化 
为 标准 形式 (3.4) ,并 且 其 奇 点 mm 变 为 方程 组 {3.4) 的 原点 (0, Vos Wo) = 
(0,0,0) ,方程 组 (3.4) 在 原点 的 线性 化 乍 子 的 特征 值 由 各 分 块 矩 来 决定 。 
下 面 给 出 一 个 重要 定理 ; 中 心 流 形 定 理 。 这 个 定理 的 证 明 很 长 ,在 这 里 不 给 
出 。 
定理 3.1( 局 部 不 变 流 形 和 中 心 流 形 定理 } 设 4.、4,、4. 的 各 自 的 特征 值 
对 应 的 特征 向 量 张 成 的 特征 子 空间 分 别 为 局 、 居 、 玉 ,那么 存在 弟 点 (60, Vo, wo) 
=(0,0, 站 的 邻 域 上 0, 及 可 中 的 0- 流 形 肝 (0 、 了 本 0) 与 殉 .( 们 满足 以 下 条 
件 : 
人 O 在 奇 点 处 ,它们 分 别 与 局、 大 和 产 相 切 ; 
名 它们 都 是 式 (3.4) 的 解 的 不 变 子 流 形 ，; 
图 式 (3.4) 的 解 在 取 . (的 上 是 压缩 的 ,市 在 本 (的 上 是 扩张 的 ; 
名 也 (及 配 ( 几 是 唯一 的 ,但 本 (0 不 一 定 是 唯一 的 ; 
时 dm 了 (0 = dimF ,dm Wi (0 = dmF ,dimWi (0 = dimF 。 
这 个 定理 的 几何 解析 如 图 3.5 所 示 。 


图 3.5 解 空间 在 奇 点 附近 的 分 解 
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注 : 可 以 证 明 , 方 程 组 (3.4) 的 解 在 奇 点 0 附近 拓扑 等 价 于 下 列 方 程 组 
E=g(€), I=-1, p=p 
的 解 ,(€, ,Pp) EW (0) x Wi (0) x Wi (O06 因此 ,中 心 流 形 定理 起 到 约 化 维 
数 的 作用 。 


3.3 中心 流 形 的 计算 


从 前 面 可 以 看 出 , 奇 点 附近 的 轨 线 在 稳定 流 形 W. (0) 和 不 稳定 流 形 Wi (0) 
上 的 走向 是 清楚 的 , 而 在 中 心 流 形 是 .(9) 上 是 不 知道 的 。 因 此 将 中 心 流 形 
4 ( 仆 计 算出 来 是 十 分 重要 的 。 虽 然 很 难 在 整体 表示 出 来 ,但 在 局 部 上 还 是 可 
以 在 奇 点 附近 近似 地 表示 出 来 。 事 实 上 ,我们 将 在 下 面 给 出 计算 所 有 不 变 流 形 
的 方法 ,而 不 只 是 中 心 流 形 Wu (0)。 

下 面 以 本 (全 为 例 。 由 中 心 流 形 定理 可 知 , Wi (只 与 F' 相 切 于 原点 口 ,并 
且 与 PF 维 数 相等 , 抽 锭 地 画 出 原点 0 附近 稳定 流 形 Wi.(0) 的 图 像 如 图 3.6 所 


To 


On,0,0) 


i 
图 3.6 丈 和 (入 中 的 点 在 忆 中 的 投影 
从 图 中 可 以 看 出 和 w 可 写 为 站 的 函数 , 即 有 
WO0= (u,v ww)ER xR xR Ir= h(n), 
w= hn), 0 =0, .00 =0, 
Dk:O0) =0, DAC0) = 人 0,1a1 充 分 小 | 
这 里 (0) = 0, (0) = 人 是 稳定 流 形 本. (0) 过 原点 的 条 件 , 面 Dhs(0) = 人 
Dh:,(0) =0 是 稳定 流 形 Wi.( 人 0 在 原点 与 下 相 切 的 条 件 。 同 理 
WD= |u, ,WER xR' xR' lu=h(y), 
w= hp), ha(0) =0, (0) =0, 
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:00) =0, DAR:(0) =0,191 充 分 小 ] 
WO= I ,rw ER XxXR xR lu hw), 

v=h(w), A:(0) =0, (0) =0, 

Dh.(0) =0, Dh:(0) =0,1w1 充 分 小 | 

这 里 庆 Cw) (Cy) Cv) AL(w) 与 hh:(w) 都 是 C 函数 。 
例 3.4 考 弄 平面 系统 
全 , (x ,ER 
了 = -y+ 


该 系统 有 唯一 奇 点 0(0, 仆 。 柯 点 0 的 导 算 子 为 
1 0 
D7(0,0) = (| - | 


其 特征 值 是 4, =1,2, = - 1。 一 个 直接 计算 对 应 于 =1 的 特征 向 量 是 
el = (1,0)T 
于 是 
E'=spanle l= {(x, ERIy=0| 


* 贡 
同 理 有 
EF ={(x,7)ERIx=0———y 轴 
下 面 来 计算 不 变 子 流 形 所 (0,0) 及 本 (0.0)， 
We (0,0) = {x,7) ER Ty = g(x), 9(0) = 9(0)=0,1y1 充 分 小 | 
We (0,0) = {4,7y) ER Ly = Wr), PO) = WO0) =0, 1x | 充分 小 | 
显然 该 系统 有 一 个 首次 积分 


EE 
9 


从 -本 = 
这 里 和 是 任意 常数 。 
中 求 醋 .(0,0) ,以 y= glx) 代 入 首次 积分 ,得 


(人 -与 = C 
由 于 耽 .(0,0) 过 原点 ,于 是 C=0, 从 而 
<[ Ce) - 亏 ] =0 
面 * 是 变量 ,于 是 p(x) = ?13, 从 而 
六 
史 (0,0) = 和 (x, ERIy= 乞 ] 


加 求 阮 (0,0), 以 x= 亚 (y) 代 入 首次 积分 ,得 
38 


第 三 章 “中心 流 形 定理 


y¥(y) -3[VO) P=-C 
因 和 于 (0) =0, 得 C=0, 从 而 


vy {y -AIv PF}=0 


于 是 得 (7) =0 或 y= 于 (7)3。 但 本 60,0) 与 y 轴 相 切 ,从 而 本 .10,0) = 
1x ,yx = 人 一 一 7 轴 。 符 易 画 出 该 系统 的 相 图 如 图 3.7 所 示 。 


了 (0.0) 


图 3.7 桨 点 口 附近 的 雪线 的 走向 
由 地 可 知 ,知道 不 变 子 流 形 后 ,我们 可 以 画 出 奇 点 附近 的 相 图 。 事 实 上 , 如 
果 只 考虑 奇 点 的 稳定 性 的 话 ,只 须 确 定 中 心 流 形 本 (0) 中 的 轨 线 走向 即 可 。 从 
中 心 流 定理 可 知 : 
DF=R, 户 = =#$, 奇 点 是 局 部 渐 近 稳定 的 ; 
加 户头 $, 奇 点 是 不 稳定 的 ; 
全 扬 =$,FF 关 $$, 这 时 奇 点 的 稳定 性 不 知道 。 
因此 ,下 面 我 们 考虑 在 R" = 天 使 疡 的 情况 下 ,计算 丙 . (8)。 我 们 先 画 一 
个 几何 图 形 , 如 图 3.8 所 示 。 
在 这 种 情况 下 ,方程 组 (3.4) 化 为 
人 =Au+t+R(u,w) 
=nw+ RR (uu,w) 
在 奇 点 附近 将 负 . (和) 用 函数 表示 出 来 
WO = {uw ER xR in=h(w), nO =0, Dh(0) =0,1w 1 充分 小 
以 w= h(tw) 代 入 式 (3. 引 的 第 二 方程 得 
=Aw+t+ RRCw),w) wER {3.6) 
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图 3.8 中 心 流 形 投影 
以 二 =h(w) 代 入 式 (3.5) 的 第 一 方程 有 
Dh(w)-wB =Ahw)+R (hw),w) (3.7) 
将 方程 (3.6) 代 人 方程 (3.7) 得 
Dh(w)lAw+tR hw) wl- AhCw) -Rh(w) ,w=0 (3.8) 
方程 (3.8) 是 关于 h(w) 的 一 阶 偏 微分 方程 组 。h(w) 由 方程 (3.8) 和 初始 条 件 
(0) =0, Dh(0) =0 完全 确定 。 
从 上 面 可 以 看 出 ,如 果 从 方程 (3.8) 中 解 出 了 hh(w), 那 么 中 心 流 形 上 的 解 
由 方程 (3.6) 决 定 。 事 实 上 ,很 难 从 方程 (3.8) 精 确 地 解 出 htw)。 但 是 ,可 以 很 
容易 在 奇 点 附近 从 方程 (3.8) 中 近 亿 地 解 出 了 h(w)。 这 样 ,由 方程 (3.6) 可 以 
确定 雪线 在 中 心 流 形 上 的 走向 。 下 面 举 例 来 说 明 这 一 方法 。 
例 3.5 考虑 平面 系统 
2” 
7= -y+tor 


(x,P ER 


2 


其 中 a 为 常数 。 
该 系统 有 唯一 次 点 (0,0) ,在 (0,0) 的 导 算 子 
DAO,0) = 人 0 | 
0 -1 
它 的 特征 根 为 4 = 0,4; = - 1。 因 而 不 能 用 谱 方法 来 确定 该 奇 点 的 稳定 性 。 下 
面 用 计算 中 心 流 形 方 法 来 确定 该 奇 点 的 稳定 性 。 
一 个 直接 计算 有 
下 = 村 xy)1x= 人 ll 一 一 轴 
EF=|(x,7)ly=0| x 轴 
因此 所 考虑 的 方程 组 已 经 是 标准 形式 。 于 是 
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WO0) = Hz, 7) y= h(x), NO = h'(0) =0| 
以 y= h(x) 代 入 方程 (3.8) 得 
h(x)[ h(x)] + h(x) -ax =0 (3.9) 
这 是 关于 (x) 的 一 阶 常 答 分 方程 ,但 从 该 方程 中 解 不 出 h(x)。 因 此 ,我 们 用 近 
似 方法 来 求 h(x)。 将 hs) 表示 为 震级 数 
h(ix)= co+ cx+ cox + cx + O(x') 
这 里 |x 1 充分 小 。 因 4h(0) =0,h'(0) =0, 所 以 co。= ei=0, 于 是 
hix) = er + cr + Ox ) 
以 上 式 代入 方程 (3. 细 得 
[2esx + 3car + OC(x ) {eax? + car + Olxs) | + ew tox + O(x) -ox =0 
比较 两 边 的 各 项 系数 得 
Ca = 如 ca =D 
故 
站)= as) 
于 是 中 心 流 形 Wi (0,0) 上 的 解 满足 
t= hr) = or + Q(x’) 
下 面 来 求 稳定 流 形 Wi (0,0)。 因 为 
本 (0,0) = |(x,y) lx= hy), (0) = (0) =0| 
类 似 地 有 
RCy) (y+tah(y))= hy) 
显然 jy) =0 是 上 面 方程 的 解 并 且 满 足 ht0) = h(0) =0, 因 此 
Wi {0,0) = {(#, 7)1x=0) 


邑 稳定 流 形 中 《0.0) 是 y 轴 ,另外 我 们 也 可 以 以 Cy) = aye 代入 这 个 方程 


后 并 比较 两 边 各 项 的 系数 得 E = 0(n =,2,3,…), 由 此 有 h(ty) = 0。 

Gd a <0 时 ,在 中 心 流 形 上 的 解 当 x>0 时 ,x <0, 邑 当 二 ?+ 四 ,2 的 0; 而 
当 x<0 时 ,x>0, 即 当 1 + om,xfb 一 0, 因 而 原点 是 汇 ( 如 图 3.9)。 

@ 当 a >0 时 ,在 中 心 流 形 上 的 解 当 x>0 时 ,4 >0, 即 当 t+ w,x(t) 远 
离 原 点 ;而 当 x <0 时 ,x* <0, 即 当 1->+ wm,x(1) 远 离 原 点 ,从 而 奇 点 是 不 稳定 
的 。 该 系统 在 原点 附近 的 加 线 的 走 疝 与 例 3.4 相位 ,我 们 不 在 此 画 出 。 

当 a =0 时 ,这 个 方程 组 可 以 解 出 来 ,可 以 直接 确定 原点 的 稳定 性 。 


41 


非 线 性 动力 学 一 一 分 叉 .混沌 与 孤立 子 


yO0,0) 


We (0,D) 


图 3.9 a < 全 时 原点 DD 是 汇 

例 3.6 考虑 二 维系 统 
5 
{i , (x ,YER 

F=-Y+x 


显然 原点 (0,0) 是 一 个 奇 点 。 在 该 点 的 导 算 子 为 
(0 
0 -1 
其 特征 根 为 4, =0,4, = - 1。 容易 计算 得 
F=1(x, YERIy=0| rz 轴 
五 = {x,y)ER I =0| 一 一 y 轴 
因而 该 方程 组 已 经 县 标准 形式 。 因 此 
Wi (0,0) = {x, 7) ERIy= hr),L(0) = (0) =0,1x1 很 小 ] 
以 y= (x) 代 人 方程 (3.8) 得 
[x h(x) x] hx) + hix)—- x =0 
以 h(x) = oo + Bx’ + O(x') 代 人 上 式 得 
[2ar t+ 3 + Ox) ][ ax + bs w+ "+ar +t hr +O(x)- r=0 
由 此 有 a=1,5=0, 从 而 


hilx)= x + O(x') 
因此 ,中 心 流 形 上 解 的 导数 为 
t=x hr) x = [r+ Ox)] -x = x 4 OFx’) 
由 此 可 知 原点 0 是 不 稳定 奇 点 。 
用 类 似 于 例 3.5 的 方法 可 求 得 Wi (0,0) 是 y 畏 。 综 合 上 还 过 程 ,我 们 可 以 
本 出 奇 点 符 近 的 轨 线 分 布 图 (如 图 3.10)。 
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pW (O00 


Ws {0,0) 


图 3.10 原点 如 是 鞍 结 点 
在 例 3.5 和 例 3.6 中 所 考虑 的 系统 已 经 是 标准 形式 。 然 而 ,在 许多 情况 下 
所 考 虚 的 系统 并 不 是 标准 形式 。 因 此 ,必须 先 将 这 种 系统 化 为 标准 形式 。 下 面 
举 两 个 例子 说 明 这 一 事实 。 
例 3.7 考虑 二 维系 统 


于 = 
| = y+au + fw 
这 里 = .8 是 常数 。 该 系统 有 唯一 奇 点 0(0,0)。 在 该 奇 点 的 导 算 子 有 两 个 特征 
根 1 =0,4, = -1 它们 对 应 的 特征 向 量 分 别 是 
el = (1,0)" es ={], -1)" 


=r) rl 
就 可 以 把 该 系统 化 为 下 烈 标准 形式 

[i 7 ) 

y= -yy-a(x+y) + A(xy+y) 


于 是 只 要 作 变 换 


容易 计算 


F ={(x,7)1y=0|——x 缸 
F=|1(x,7Y)Ix=0}——y 轴 
下 面 先 计算 WV. (0,0) 
Wi.(0,0) = {(x,7) 1y= h(x), (0) = (0) =0} 
以 y=4(x) 代 人 变换 后 的 方程 得 
h(x)la(xt h(x)) — BCxh(x) + R(x)] 
= -hx)-alx+h(tx)y + PLxh(x) + R(x)! 
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以 x)= ox + cr: + O(x') 代 入 上 式 可 得 
c=—0 cs=a{20-) 
于 是 
h(x)= - ar +a(2a- Px + OFx') 
从 而 有 
部 = + 0(r) 
由 此 本 知 , 当 x >0D 时 ,Tx 足够 小 时 #>0; 而 当 a <0 时 ,1x| 足 够 小 时 *<0。 
其 次 ,我 们 来 计算 丙 . {0,0) 
WE 00,0) = xy)1x = py), PO0) = p' (0) =0| 
以 x= gp(y) 代 人 变换 后 的 方程 得 
ory-alyt pr)) +B yp(y) + )] 
=aly+ py)) -Bply) + y) 
以 pty) = dy + OC(Y ) 代 入 上 式 并 比较 好 项 的 系数 ,得 


1 
中 = 本 (8-ai 
于 是 
p(y) = 广 (B- ai2+ 0(7) 
容易 计算 
Y= -y+0(r) 
下 面 是 8 > a >0 时 的 原点 附近 的 轨 线 的 走向 图 (如 图 3.11)。 
py WD) 


We 0,0) 


图 3.11 如是 鞍 结 点 
对 于 其 他 情况 的 奇 点 附近 的 相 图 ,大 家 自己 可 以 去 画 。 值 得 注意 的 是 当 a 
=0, 或 z= 时 , Wi.(0,0) 或 辽 (0,0) 需 要 重新 计算 ,其 宕 级 数 需要 展开 到 更 高 
的 阶 。 
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事实 上 维 数 越 高 ,其 不 变 子 流 形 的 计算 越 难 。 下 面 举 一 个 三 维 例子 说 明 这 
一 点 。 
例 3.8 考虑 Lorenz 系统 
=0y— x) 
| = pXY 一 了 - 称 

2= -pri+xy 
原点 (0,0,0) 是 它 的 一 个 奇 点 。Lorenz 系统 在 原点 的 导 算 子 为 
-gog go 0 
» -1 0 
0 0 -8 


当 p=1, 这 个 矩阵 有 三 个 特征 根 
A=0 A=-(l+o) = 一 
它们 对 应 的 特征 癌 量 分 别 为 
@1={1,1,0) =ftocy-l107 =(0,0,1)" 
为 了 把 Lorenz 系统 化 为 标准 形式 , 作 变 换 


1 ss Du 
1 -1 Oliy 
0 0 工作 二 


和 


于 是 ,一 个 直接 的 计算 有 


-也 
下 0 0 0 [ns -Tritt ov)w 
gl1=|0 -(l+o) 0 pv | 二 1 
本 
: (ut+a)(u— v) 
或 写成 分 量 形 式 
d= T(t)w 


世 二 -(1+e)o+T (ut ow) 


w= -w+t(utom)(u— ye) 
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由 此 可 知 中 心 流 形 了 (0,0,0) 有 如 下 表示 
We (0,0,0) = Hu,v,w) tv = pu), w= Vu), 
Pp(0) = (0) = (0) = (0) =0| 
以 = g(tH) 和 岂 = 化 (ww)} 代 人 变 搁 后 的 方程 组 得 


punautop(u) p(nu) = - (1+a) g(r) + 了 (n+ op(n)) wu) 


1+c 


-To (uu+tap(u)) Wn) = pp ss wt) 


以 pg()=6w+ O00 及 各 (4) = 下 至 +906) 代 人 上 面 方程 组 并 比较 两 边 
最 低 次 项 系数 得 


于 是 
pa) = 0(1) Wu) = Bu + Ow) 
以 上 面 两 式 代 人 变换 后 的 方程 组 中 的 第 一 个 方程 得 
A 0 = -天生 二 +0(o) 


在 这 里 我 们 并 没有 将 {z) 展 成 更 高 阶 的 震级 数 ,而 求 出 第 一 个 非 零 项 。 
读者 可 以 自己 考虑 这 一 个 问题 。 从 理论 上 来 讲 , 中 心 流 形 总 是 可 以 计算 出 来 的 ， 
但 维 数 越 高 ,计算 越 麻烦 。 

以 后 ,我 们 要 经 常 考虑 合 参 数 系统 的 分 义 问 题 , 即 考虑 如 下 含 参 数 系统 

T= fx, nn) EUCR', jEJCR” (3,10) 
的 分 又 问题 ,其 中 jp 是 参数 。 现 在 假设 yy =0 时 ,系统 (3.10) 有 奇 点 x。= 0。 在 
考虑 系统 (3.10) 的 分 叉 时 ,必须 考虑 参数 p 的 变化 。 这 样 在 计算 系统 (3.10) 的 
中 心 流 形 时 ,必须 要 考虑 参数 py。 为 了 达到 这 个 目的 ,我 们 考虑 系统 (3,10) 的 扩 
展 系 统 
Ga (3.11) 
从 前 面 已 经 知道 ,如 果 导 算 子 Df.(0,0) 有 零 实 部 的 特征 值 ,并 有 是 其 他 特征 值 的 
实 部 都 小 于 零 , 那 么 系统 (3.11) 在 奇 点 xo =0 的 稳定 要 由 中 心 流 形 定理 来 确定 。 
不 和 失 一 般 性 ,假设 经 过 适当 的 坐标 变换 后 把 系统 (3.11) 化 为 标准 形式 
H=AtHIn+t Ri(u,v,n) 
| = Blp)v+ Ru,v,p) 
= 人 0 
46 


第 三 章 “中心 流 形 定理 


其 中 (u,v,p)ER' x RxR",4(p) 和 BCE) 分 别 为 上 阶 和 nn 上 阶 和 矩阵 , 且 
当 p=0 时 ,A(J) 的 所 有 特征 值 的 实 部 为 零 , 而 8() 的 所 有 特征 值 的 实 部 都 为 
负 。 有 (zy ,1 与 Ra(W,Y, 卢 ) 至 少 是 二 阶 无 穷 小 。 
例 3.9 考虑 下 面 单 参数 系统 
| ， (x)ER, AER 
F=AX-Y—% 
当 ) =0 时 ,上 面 系统 有 惟一 奇 点 (0,0) , 旦 此 时 在 (0,0) 外 的 导 算 子 为 
0 1 
(0 
上 面 矩阵 有 两 个 特征 信 a =0 和 o = 1, 这 说 明 原点 是 非 双 曲 奇 点 。 一 个 直接 
的 计算 可 得 对 应 于 a =0 的 特征 向 量 为 e; = (1,0)7 ,而 对 应 于 m = 1 的 特征 向 
量 为 e; = (1, - 1)7 ,于 是 我 们 可 以 作 变 换 
Eg 1 1 i 
(= jy 
把 原 方程 组 化 为 下 列 标 准 形式 
a=Au+o) -fd 
E -0 
d= vACuiv)+ (r+to) 


上 闸 的 系统 有 一 个 二 维 的 中 心 流 形 


y= h(iu,A) 
(io =0,28K0:0) 2400.0) | 


以 v=h(u;4) 代 入 上 面 方程 组 的 最 后 一 个 方程 并 利用 前 两 个 方程 有 
FAGu+h) (uh)]= haACu+t+h)+(uth) 


以 hw = + b+ A+ OCC + 下) 代入 上 式 并 比较 两 边 的 系数 可 得 
a=l1 b=-l1] c=-0 


Wi (0,0,0) = [ea 


因而 
hlua)}= — Au w+ Ow + aA)T) 
从 而 中 心 流 形 上 的 流 满 足 
i =Au -w+O((w +4) ) 
A=0 


由 此 可 以 容易 确定 售 参 数 系 统 在 奇 点 处 的 稳定 性。 
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3.4 PB 规范 型 


符 上 一 节 ,我 们 看 到 如 果 中 心 流 形 是 一 维 的 ,那么 经 过 近似 计算 后 ,可 以 确 
定 中 心 流 形 上 在 奇 点 附近 的 轩 线 的 走向 。 然 而 ,如 果 中 心 流 形 是 二 维 以 上 的 话 ， 
经 讨 近 似 计 算 后 ,在 中 心 流 形 上 的 微分 方程 组 的 右边 是 关于 坐标 症 数 的 多 元 多 
项 式 ,因而 我 们 还 是 难以 确定 中 心 流 形 上 在 奇 点 附近 的 轨 线 的 走向 。 因 此 ,我 们 
希望 经 过 适当 的 坐标 变换 把 微分 方程 组 的 右边 多 项 式 尽 可 能 地 化 简 , 这 种 化 简 
后 的 微分 方程 称 为 PB 规范 型 。PB 规范 型 在 高 维 动力 系统 的 分 叉 研 究 中 起 着 十 
分 重要 的 作用 。 

下 面 将 详细 地 介绍 怎样 计算 一 个 微分 方程 组 的 PB 规范 型 。 

考虑 常 微分 方程 组 

=f(x) xER' (3.12) 

xo =0 是 它 一 个 奇 点 , 即 FA0) = 0。 现 在 假设 fx) 在 零点 附近 有 下 列 泰 勒 展 开 
式 


fx)= Ar+ P(r)}+ + P(x) + Or!) {3,13) 
因而 在 原点 附近 方程 (3.12) 可 和 写 为 
T= Ar+t+ P(x)++ P(x)+ 0(x:!) {3.14}) 


这 里 P(x)(i=2,3,…, 此 ) 的 每 一 个 分 量 都 是 关于 坐标 汕 数 的 i 次 齐 次 多项式 。 

BP 规范 型 的 基本 思想 就 是 经 过 一 系列 坐标 变换 ,把 方程 (3.14) 右 边 的 各 次 
齐 次 多 项 式 化 为 最 简单 的 形式 。 其 目的 使 我 们 更 容易 研究 方程 (3.14) 的 各 种 动 
力学 行为 以 及 给 方程 {3.14) 一 个 适当 移 分 类 {尽管 这 种 分 类 是 十 分 复杂 的 )。 由 
于 我 们 只 在 原点 附近 作 上 坐标 变换 ,因此 一 般 选 择 接 近 恒 等 变换 的 变换 , 即 作 坐标 
变换 

X=y+P(y) 

这 里 P(y) 是 一 个 二 阶 以 上 的 无 穷 小 量 。 在 PB 规范 型 理论 中 ,化 简 方程 (3.14) 
的 右边 是 从 低 次 项 同 高 次 项 进行 的 ,每 一 次 化 简 一 个 齐 次 多 项 式 ,其 中 每 一 次 的 
做 法 都 类 似 。 下 面 将 给 出 PB 规范 型 的 计算 方法 。 

为 了 方便 起 见 ,我 们 首先 引进 齐 次 多 项 式 空间 的 概念 。R* 上 的 j 次 齐 次 多 
项 式 空间 定义 为 

HBR) = {P(x) = (p(x), pz) par)) 1Pi(z) 
= 2 1 


i 
显然 这 是 一 个 线性 空间 。 
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下 面 我 们 分 几 纱 来 进行 。 先 化 简 疡 (xz)。 作 坐标 变换 
T= y+ (2) (3.15) 
其 中 4 (7 全 及 ,(R') 是 待定 函数 。 因为 22(y 的 每 一 个 分 量 都 是 坐标 函数 的 
二 次 齐 次 多 项 式 ,从 而 它 在 原点 附近 是 二 阶 无 穷 小 量 。 因 此 ,只 要 [1 足够 小 ， 
知性 [了 + D( ga(y2)) 是 可 道 的 (这 里 I 是 n xn 单位 和 矩阵) ,并且 
[T+ Dg(y2))] = I- D(ag,(y2)) + Oly) (3.16) 
以 方程 (3.15) 代 入 方程 (3,14) 得 
[T+ D(Cgs (yp) = ACys + gy)) + Plyy + Gaty2)) + "+ 
Pt{y; + gap2)) + OF ly21*') 
从 而 
$= [I+ D(gsty2))] ‘ [Atlys + gy)) + Ptyz + (72)) 十 十 
Py + (F201 + O(y21""") 
现在 将 上 式 写 为 各 次 齐 次 多 项 式 之 和 ,由 方程 (3.16) 可 知 上 式 可 写 为 
31 = Ay: + P,(y;) -O20 (gq.(y2)) + Pi(y,) 十 "十 Pi(y;) + Ot 1 ys” 1) 
(3.17) 
这 里 户 (y)E BCR )G=3,4,…, 上 ), 而 
M2 (Cg.(72)) =[ bgs(y3)]: Ay; - Agi(y2) 
显然 08 把 二 次 齐 次 多 项 式 映 为 二 次 齐 次 多 项 式 , 并 且 
Ne , H,(R')— H,(R") 
是 线性 变换 。 设 RCRS ) 是 0 的 值 域 , 即 
R(O2) = QF (H,(R')) 
并 且 记 RGB) 在 刀 (R") 中 的 补 子 空间 为 RL (NY) ,于 是 成 (RR?) 有 下 列 直 和 
分 解 
(RR')= RD DR (NP) 
因而 对 于 P(y,)E 8,(R'*) 有 如 下 分 解 
Ply2) = ho (p23) + Bitys) . 
这 里 局 (yy E ROD), gy (ys) Rt(QP)。 现 在 取 如 (y,)€ 部 ( 取 ?使 得 
De (和 (32)) = 和 (六) ,那么 在 坐标 变换 
r= y+ (ys) (3.18) 
下 ,方程 (3.14) 可 化 为 
a= Ay + gp2) + PY) + + Prya) + Oly21’’') (3.19) 
由 担 可 以 看 出 ,在 坐标 变换 方程 (3.18) 人 情况 下 ,一 次 齐 次 多 项 式 的 形式 并 没有 改 
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变 , 而 二 次 齐 次 多 项 式 得 到 了 化 简 , 在 08 值 域 中 的 部 分 被 消去 。 
接 下 来 简化 P;(y,)。 类 似 于 土 面 的 这 程 , 作 坐 标 变换 
yi = y+ g(r3) (3.,20) 
这 里 gs{ys) EH,(R")。 同 样 以 方程 (3.20) 代 入 方程 (3.19) 有 
EAE 
Plys) + O(iy,1'") (3.21) 
这 里 忆 (y) ERCR')(j=4,5,…,n), 并 且 
OP (Cg (y)) = [DpD(ga(y3))]: Ay, -Agq(y3) 
因而 类 似 地 有 
HR') = ROW ODOR- ON) 
而 P(ys) 有 下 列 分 解 
Pi(y;) = hs(y3) + ga(y3) 
这 里 hh,(y3) EE RCND) Baty3)E R+ (NP )。 选 择 人 (7y3) 使 得 
ND (gy)) = hys) 
那么 在 坐标 变换 
= + (yy;) 
下 ,方程 (3.21) 可 化 为 
D3 = Ayps + gop3) + Bly3) + PY3) + 7 + Pilys) + O(N ps1!) (3.22) 
重复 上 面 的 过 程 ,经 过 次 坐标 变换 后 ,可 以 把 方程 (3.14) 化 为 
pi = Ay + Ba(¥i) + + Bp) + OF yl) (3.23) 
这 里 g.(y4)E RQ)(i=2,3,…, 上 )。 我 们 把 方程 (3.23) 称 为 方程 (3.14) 的 
上 阶 PB 规范 型 。 有 时 也 称 方程 (3.23) 的 下 列 截 断 式 
$i = y+ AS + + 
为 方程 (3.14) 的 阶 PB 规范 型 。 在 大 多 数 情况 下 ,我 们 只 须 计 算 2 阶 PB 规范 型 
即 可 。 对 于 一 些 特殊 情况 ,要 计算 2 阶 以 上 的 了 PB 规范 型 ,这 将 在 以 后 给 出 的 例 
子 中 可 看 到 这 一 点 。 

从 土 而 的 过 程 可 以 看 出 ,计算 天 阶 规范 型 的 关键 在 于 确定 Qi 的 值 域 及 其 
值 域 的 在 束 (R" ) 中 的 补 子 空间 。 由 此 也 可 以 看 出 ,PB 规范 型 也 并 不 是 唯一 的 ， 
它 与 线性 空间 的 基 的 选取 有 关 。 下 面 将 用 握 阵 法 来 计算 PB 规范 型 。 

取 所 (R") 的 一 组 基 |e) ,ea enlm = dm 号 (了 RD) 由 于 

OP HR HR') 
是 线性 变换 ,那么 有 
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De) = Mase, i=1,2,,m 
nel 


记 瑟 = (qh)nxn; 那 各 
NY (e182, Ea) = (681,62, 3 Bn)L, 
根据 线性 代数 知识 可 知 ,L 的 复 共 罗 转 置 垂 阵 工 ”的 零 空 间 Kemel( 万 ) 是 值 域 
RCL) 的 正 交 补 RL(L), 即 Kemel( 工 ” ) = RL (五 ) 利 用 这 个 关系 我 们 可 以 确定 
有 (五 )。 下 面 举 例 说 明 这 一 点 。 
例 3.10 考虑 方程 组 


-(0 jx + P(x) + 0O0zD) xER (3.24) 
这 里 P(x) = (p(x) ,pa(x)) ,以 及 


p(XY = utd + Qaxi x2 + dn%2 
pia(x) = bux? + 2biaxi rs + bX2 
下 面 来 化 简 P,(x)。 对 于 任意 Cy) = (gq) ,4(7))E 岂 ( 民 ), 一 个 直 
接 计算 有 
NP (gy)) = [Dgs(y)] Ay - Ag,(y) 

ay ay |10 11 0 11fqi 

| 3a9，39: ( a)-(o 人 
ay 9 


Ya 3y, ~ 92 
= (3.25) 
dg 
72 ay, dy 


取 H,(RR) 中 的 一 组 基 


ox)=| 2 on) = |, | lx)=[ 


co 全] co 人 a0)= [9] 


NP (0, (y))= (> "]- =2es(y) — ely) 
2y172 


出 式 (3.25) 有 


NP (ez( 了 )) = [ -eg 


2 
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同 理 有 
NO (ely)) = ~ ely) AW (el(y)) =2e0s(y) 
QP (es(y))=e(y) QP (ely))=0 

于 是 98 在 基 e,(y) ,es(y),，…，,es(y) 上 的 矩阵 表示 为 


0 0 0 000 

2 0 0 000 

0 1 0000 
L, = 

-1 0 0 000 

0 -1 0 200 

0 0 -1010 


下 面 首先 来 确定 Kemel(L; )。 设 
¢ 三 (é 要 让 £6)" Ekemel( L; ) 


那么 
了 =0 

即 有 
020 -1 0 0 
001 0 -1018 
000 0 0 -1! |_o 
000 0 2 ode 
000 0 0 1 
000 0 0 os 


很 容易 计算 出 该 线性 方程 组 的 基础 解 系 是 
61=(1,0,0,0,0,0)" €,={0,1,0,2,0,0)" 
于 是 
kemel{ 也 > ) = la été, + art,lal, a; ER 
我 们 建立 五 ( 民 ) 到 BR 的 同 构 
p:L (RR 
使 得 
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glely)) = (1,0,0,0,0,0)" 
plesly)) = (0,1,0,0,0,0)" 
gfei(y)) = {0,0,1,0,0,0)™ 
p{ely)) = (0,0,0,1,0,0)" 
gles(y)) = (0,0,0, ,1,0)" 
plesly)) =(0,0,0,0,0,1) 
由 上 面 的 同 构 关 系 ,我们 有 
RDB = {oe +a(e t+2e) a, or ER 
于 是 g1《y)E R+(Q8*) 可 以 写 为 
2 ¥! 
gs09) = at aoert20) -| | 
212 十 各 Yi 
从 而 方程 (3.24) 的 二 叭 规范 式 为 
. 3=Ay+g(y) + OC(iyl) 
式 写 成 分 量 形式 
1 三 Y2 + 2a2 7t + 人 1y1) 
风 ot + OC(lyD) 
PB 规范 型 在 分 叉 问 题 研 究 中 起 着 十 分 重要 的 作用 。 
今后 为 了 研究 分 丸 问 题 ,我 们 必须 求 含 参数 的 微分 方程 组 
=r,n) xER',HER” (3.26) 
的 了 B 规 范 型 。 因 为 那 时 要 考虑 当 参 数 pp 变化 时 ,系统 (3.26) 的 奇 点 的 性 质 , 因 
此 必须 求 系统 (3.26) 的 扩展 系统 
[ =f(x,n) 
p= 人 0 
的 PB 规范 型 。 但 在 作 近 似 于 恒 等 的 变换 时 ,我 们 必须 保持 方程 pg = 0 始终 不 
变 。 显 然 作 近 位 于 恒 等 变 换 的 变换 
人 =p+p(y,) 
p= 
就 可 达到 目的 。 ' 
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思考 题 
1. 考虑 二 维 Duffing 方程 


1 >0 
外 试 画 出 8 <0 时 原点 0(0,0) 附 近 的 罗 线 分 布 图 ; 
四 试 画 出 8=0 时 原点 0(0,0) 附 近 的 轨 线 分 布 图 。 
2. 计算 下 面 三 维系 统 的 中 心 流 形 
如 = zy + az 
上 
站 二 了 一 1 + xy 
3. 当 oz#1,p=1,8=0 时 ,Lorenz 系统 在 原点 0(0,0,0) 的 导 算 子 有 两 个 零 
特征 根 ,因此 中 心 流 形 是 二 维 的 ,从 而 琶 .(0,0,0) 可 表 成 如 下 形式 
WO0,0 = | (u,v,w)ly= ef wu Tul,iv| 充 分 小 } 
现在 我 们 将 p(w ,ww) 展 成 二 维 宕 级 数 
pu = a +2aniw + ont + O(a + oY) 
试 确定 系数 ol 、anp、ayw ,然后 计算 中 心 流 形 上 在 原点 附近 的 解 曲 线 满足 的 近似 
微分 方程 组 ,再 进一步 计算 中 心 流 形 上 近似 微分 方程 组 的 2 阶 PB 规范 型 。 
4. 研究 方程 组 


之 = ( oj Plx)+ Pr) + O(Nxl’) xER 


这 里 瑚 (2 毛囊 (RD) Pa 人 Cr)E 于 ( 民 ) ,试用 矩阵 法 求 该 方程 的 3 阶 PB 规范 
型 ,并 用 极 坐标 表示 该 方程 的 3 阶 PB 规范 型 。 
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在 第 二 章 和 第 三 章 , 已 给 出 了 一 般 系统 的 奇 点 的 一 个 分 类 。 然 而 ,对 于 平面 
系统 ,我 们 将 给 出 其 奇 点 一 个 更 细 的 分 类 。 平 面 系统 是 最 简单 的 多维 系统 ,以 后 
举 出 的 许多 例子 是 二 维系 统 。 平面 系 统 的 奇 点 的 几何 分 类 将 是 了 解 平面 系统 的 
奇 点 性 质 的 基础 。 线 性 平面 系统 是 最 简单 的 二 维系 统 。 因 此 ,我 们 将 首先 讨论 
线性 平 曾 系统 奇 点 的 分 类 ,然后 将 讨论 非 线 性 系统 奇 点 的 几何 结构 。 讨 论 非 线 
性 系统 的 奇 点 的 几何 结构 时 ,用 非 线性 抗 动 方法 。 将 线性 系统 加 一 个 非 线性 护 
动 ,然后 看 看 在 什么 条 件 下 ,线性 系统 前 奇 点 的 几何 性 质 可 以 保留 下 来 。 平 面 系 
统 的 周期 解 及 其 稳定 性 也 与 奇 点 的 性 质 有 关 。 


4.1 二 维 线性 系统 奇 点 的 几何 分 类 


给 定 二 维 线性 常 系数 常 微分 方程 组 
dx 
=axrthy 
dt (4.1) 


守 = ce+ 几 


其 中 a、5、e、d 为 实数 。 原 点 0(0,0) 显 然 是 一 个 奇 点 。 系 统 (4.1) 在 奇 点 的 导 
算 子 为 


DFO,0) = [ 1] 
它 的 特征 方程 为 


Da)=a -tatrdlAtad- bc=A +mM+q=0 
这 里 p= -(a+ 5),qg= ad -Be。 上 面 代数 方程 的 两 个 根 为 


-piVp ~4g 
Ai3A2 = 2 


下 面 分 几 种 情况 来 考虑 线性 系统 (4.1) 在 奇 点 附近 的 几何 结构 。 
( 提 鞍 点 。 车 中 <0. 那 么 加 -dg >0, 因而 Al\As 是 实数 。 由 于 AI1Aa 二 日立 
0, 因 此 1 、 ah; 异 导 。 由 谱 理论 ,这 个 奇 点 是 不 稳定 的 。 为 了 弄 清 奇 点 附近 的 几 
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何 结构 ,必须 作 进一步 分 析 。 为 此 ,我 们 将 解 线 性 方程 组 (4.1) 。 
因 4 、4, 是 不 同 的 实 根 ,因此 方程 组 (4.1) 的 系数 算 阵 可 对 角 化 , 即 线性 方 

程 组 (4.1) 经 过 适当 的 坐标 变换 后 可 变量 分 离 。 若 。z0, 由 线性 代数 知识 ,只 须 
和 作 变 换 (变换 矩阵 由 4 .2 的 特征 向 量 决 定 ) 

[i -+(a-A)r 

y= -+t(a- A)y 
就 可 将 方程 组 (4.1) 变 量 分 离 。 我 们 计算 有 

学 - -cAx+{ad~- bc- dA)y 


= -chix+[lad- be-{(atd)A+tAaAtly+ (a Al)y 
aA -ert (a A)y)= A x 


同 至 有 

滥 =t 
于 是 在 这 个 变换 下 ,方程 组 (4.1) 变 为 变量 分 离 的 方程 组 

de 二 Al 

di : 

= zy 
由 此 有 

好 = ce ¥ = Ce 
消去 +, 得 
[1y’| = etx 1 


42141 <0, 因 此 ,除了 沿 举 标 轴 上 的 胃 线 外 ,其 余 的 轨 线 当 1-* + % 都 远离 原 
点 。 例 如 ,不 失 一 般 性 , 设 A, >0,X4, <0, 于 是 当 :> + wm 时 ,有 
x ew(e 天 0 时 ) 
7 = ce 
从 YY 轴 上 的 点 出 发 的 轴线 {ci = 号 为 
x"=0 
y =eer0) fr+m 
而 从 x' 轴 上 的 点 击发 的 轨 线 (c=0) 为 
x em + 
ta 
由 此 可 天 出 兹 点 附近 的 相 图 (如 图 4.1)。 
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图 4.1 鞘 点 相 图 
从 相 图 上 可 以 看 出 ,在 ” 轴 的 轨 线 进入 奇 点 ,而 在 x' 轴 的 轴线 远离 奇 点 ,我 
们 把 这 种 奇 点 叫做 鞍点 。 
车。 =0,5=0, 内 须 作 变换 
人 
y =(d-A)xr- by 
即 可 把 方程 组 (4.1) 变 量 分 离 。 
(2) 稳 定 绪 点 。9 > 0,p >0, 靖 -49>0, 则 jh: 同 是 负 实 根 。 与 上 面 的 过 
程 完全 一 样 ,我 们 可 将 方程 组 (4.1) 化 为 
[, = ce 


本 
y 二 Cae 


消去 1 得 
ly l= elx’ le" 
因 1 <0,a <0, 所 以 当 t>+ wm, 有 
x 0 
Y 0 
即 所 有 轨 线 都 趋 于 奇 点 。 
下 面 来 画 奇 点 附近 的 相 图 。 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 0>241 >; 从 而 514A1 > 1o 


因而 ,除了 沿 y' 轴 的 较 线 外 ,其 余 的 办 线 均 与 * 轴 相 切 于 奇 点 六。 这 时 奇 点 0 
叫做 稳定 的 结 点 (如 图 4.2)。 


3) 稳定 焦 点 。dg > 0,p >0,p* -49<0。 此 时 4、4; 是 两 个 共 帕 复 数 , 令 
A =u +iu As = Ui 


这 里 wi = -全 <0, uz =Y44- 斑 。 在 这 种 情况 下 ,用 线性 代数 知识 ,可 以 将 方 
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yw 


阳 4,2 稳定 结 点 相 图 
程 组 (4.1) 化 为 下 列 形式 


dx _ J/ 
de Mr + 2 


2 = Xt 
作 极 坐标 变换 * = reosb,y = rsing, 则 上 面 的 方程 组 化 为 
F= urT 
日 = -Us 


其 解 为 "= r(0)e ,9= -wzt+ 0(0)。 由 此 可 知 , 当 1 一 + wm 时 ,所 有 轨 线 都 昭 
旋 形 地 顺 时 针 方向 趋 于 奇 点 0, 这 时 奇 点 叫 稳定 焦点 (如 图 4.3)。 


了 


图 4.3 稳定 焦点 相 图 


(4) 不 稳定 结 点 。9 > 0,p < 0,p' -4q > 0。 久 ,和 同 是 正 实 根 ,在 方程 组 


(4. 站 中 用 -代替 1, 方 程 组 (4.1) 变 为 
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香 = -a 
dt 一 学 -上 
它 在 原点 的 导 算 子 为 
00 
其 特征 方程 为 


D(A}=A: -M+o=0 
它 有 两 个 久 实 根 ,与 (2) 一 样 ,只 是 时 间 走 向 相反 。 
设 和 > >0, 可 以 画 出 其 在 奇 点 附近 的 相 图 (如 图 4.4)。 


» 


图 4.4 不 稳定 结 点 相 图 
(5) 不 稳定 焦点 。g > 0,p <0,p” -49 <0。4, ,4s 是 共 斩 复数 , 即 
A1l = UW + i ha = Ul - iu 

这 里 i! = 一 帮 > 0， Hi 二 YY 4q—p’o 与 (3) 类 似 , 只 是 在 这 里 Wl > 了 0, 故 当 
It 一 + 多, 所 有 轨 线 螺旋 形 地 远离 原点 。 这 时 奇 点 0 称 为 不 稳定 焦点 (如 图 
4.5), 

《6) 中 心 。9 > 0,p = 0。 Ai ,A 是 一 对 共 轿 虚 根 。 与 (3) 类 似 ,可 将 方程 组 
《4.1) 化 为 


其 解 为 r= mz0,9= - zf+ 的 。 轨 线 是 一 族 以 原点 0 为 圆心 的 圆 。 这 时 奇 点 
0 叫做 中 心 (如 图 4.6)。 
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图 4.5 本 稳定 焦点 相 图 


图 4.6 中 心 相 图 


(7) 稳 定 临界 和 退化 结 点 。g > 0,p >0,p? -4g =0。 这 时 1 = = - 4912 是 
一 对 负 实 重 根 。 分 为 下 列 两 种 情况 
名 初等 因子 是 单 的 。 在 这 种 情况 下 ,方程 组 (4.1) 可 化 为 


dy , 
ey 


其 解 为 x = ce 多 = eer'。 消 去 1 得 y= cyx', 这 时 奇 点 0 叫做 稳定 的 临界 
结 点 (如 图 4.7)。 
多 初等 因子 是 二 重 的 。 经 过 适当 的 变换 ,可 将 方程 组 (4.1) 化 为 


其 解 为 
x' = ce y =eu' (ec, + t,t) 
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图 4.7 稳定 临界 结 点 
消去 1 ,得 
é ， 
7 二 和 一 ]nlx 
了 x (et * ) 
显然 一 + ,x 一 0,y 一 0, 而 且 
lim 和 T= tim (e+!) ={* 7 $>0 
Cm + AL 一 的 gs<0 


因此 ,所 有 轨 线 当 t+ % 时 都 趋 于 原点 ,并 且 在 原点 与 y 轴 相 切 。 这 时 奇 点 称 
为 稳定 的 退化 结 点 (和 如 图 4.8, 图 4.9)。 


y 


图 4.8 tx0 


(8) 不 稳定 退化 结 点 。4 > 0,p < 0,p: -4g = 0。 这 种 情况 与 上 面 的 情况 类 
似 ,只 是 轨 线 的 走向 相反 ,此 时 称 该 奇 点 为 不 稳定 的 退化 结 点 。 
(9)g =0。 读者 自己 去 考虑 。 
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图 4.9 ¢>0 
我 们 将 情况 (1) ~ (5) 中 的 (p,q) 区 域 用 一 个 图 画 出 来 (如 图 4.10 所 示 )。 


图 4.10 (p,9) 区 域 图 
对 于 余下 的 情况 读者 也 不 难 在 图 中 标 出 。 


4.2 非 线性 平面 系统 奇 点 的 几何 性 质 


考虑 非 线性 二 维 自治 系统 


和 = f(x, 7) 

{4.2) 
时 = g(x,7) 

设 A(0,0) = g(0,0) = 0, 即 (0,0) 是 方程 组 (4.2) 的 一 个 奇 点 。 现 在 假设 f( x,y) 

与 g{x,Y) 有 足够 高 的 可 微 性 ,类 似 于 第 二 章 第 一 节 的 做 法 ,在 奇 点 (0,0}) 附 近 

将 上 x,y} 和 g(x,y) 作 二 阶 素 勒 展开 得 


62 


第 四 章 平面 系统 奇 点 的 分 类 和 极限 环 


dx _ 
di 


dy _28 28 2 ,2 
dt = xt0,0)*+ 35)t0,0)7+ O(x +Y) 


与 第 二 章 类 似 ,下 面 我 们 要 证 究 的 是 :在 什么 条 件 下 ,方程 组 (4.3) 的 线性 部 分 在 
奇 点 处 的 几何 行 为 可 以 保留 到 非 线性 系统 , 即 下 面 要 研究 的 是 对 线性 系统 (4.1) 
加 什么 样 的 非 线 性 扰动 , 奇 点 的 性 质 不 变 。 事 实 上 ,可 以 考虑 比方 程 组 (4.3) 更 
为 一 般 的 方程 组 


S00,0)4 + 3L(0,0)y +O(x +Yy) 
” (4.3) 


Et y+ gtx, 7) 


(4.4) 


dy . 
dt 


这 里 ae、 ed 是 实数 ,#$(0,0) = 更 (0,0) = 0, 且 在 原点 的 某 一 个 领域 中 
gz,y)、 亚 (xy) 对 xy 连续 .还 满足 存在 唯一 性 定理 ( 即 站 xz,y) 和 更 (zy) 
满足 Lipschitz 条 件 )。 在 这 里 ,我 们 引信 两 个 条 件 , 即 对 应 数 $x,y) 与 于 (x,y) 
的 条 件 作 适当 的 放宽 。 引 入 的 条 件 如 下 : 

条 件 1 gxy)= ol7), 下 (x,7)=ol7),r=Y w+ 六 了 0。 这 个 条 件 比 
与) = 0(r + 入 ) 基 得 多 。 

条 件 2 册 (xy) 与 这 (xy) 在 原点 的 革 一 小 领域 内 对 x、y 连续 可 微 。 

为 了 研究 线性 系统 的 非 线 性 扰动 后 的 奇 点 的 性 质 , 我 们 先 给 出 一 些 基本 定 
尺 和 定理 。 

定义 4.1 二 维系 统 (4.2) 的 奇 点 0{0,0) 叫 做 稳定 (不 稳定 ) 吸 引子 ,如 果 存 
在 作 >0, 使 对 任何 解 x = x(2) ,y= Y(1), 当 其 初始 值 

w(t) +y (to) < 


rtdyt+ (x,y) 


时 , 恒 有 
lim [x (D+ (DJ=0 或 lm[e (+7 (l=0) 

这 个 定义 可 以 毫 不 费力 地 推广 到 高 系统 。 对 于 二 维 线性 系统 ,稳定 结 点 \ 稳 
定 焦点 以 及 稳定 的 临界 和 退化 结 点 都 是 稳定 吸引 子 ;而 不 稳定 结 点 、 焦 点 和 临界 
和 退化 结 点 都 基 不 稳定 吸引 于 ;鞍点 不 是 吸引 子 ,中 心 也 不 是 吸引 子 。 对 于 高 维 
系统 , 渐 近 稿 定 的 奇 点 荐 稳定 吸引 子 , 而 奇 点 导 算 子 的 所 有 特征 值 的 实 部 都 大 于 
零 的 奇 点 是 不 稳定 的 吸引 子 。 

下 面 我 们 要 考虑 的 是 ,线性 系统 的 吸引 子 在 什么 条 件 下 ,其 非 线性 扰动 并 不 
改变 吸引 子 本 身 及 其 性 质 。 

定理 4.1 设 0(0,0) 是 方程 组 (4.1) 的 稳定 (不 稳定 ) 吸 引子 , 且 方 程 组 
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(4.4) 的 附加 项 $8(x,y) 和 更 (xy7) 满 足 条 件 1, 则 奇 点 0(0,0) 也 是 方程 组 (4.4) 
的 稳定 (不 稳定 ) 吸 引子 。 

证 明 , 当 040,0) 是 线性 系统 (4.1) 的 稳定 (不 稳定 ) 吸 引子 时 , 便 有 9 = ad 
-zi>0p=-(a+d)>0(<0。 为 了 确定 奇 点 附近 罗 线 的 走向 ,我 们 将 首先 
构造 一 个 正定 的 二 次 多 项 式 Y(x ,7y) ,然后 确定 轨 线 在 等 高 线 V(x,y)= ce 走 
向 。 令 

Vx,y)= (od -bee ty )+t (oy -am) + hy- ddr) 
显然 VC0,0) =0, V(x,yY)>0( 若 六 + 六 关 0), 且 有 


a | 吕 =2(a+ d)tad- be)(x + y)<0(>0) 


dV(x,7) 
dt {4 


故 当 天 = 巡 + 人 二 1 时 ,有 


,=209 + d)(ad ~ be)(x:+ y) + Ox + y)*] 


dV(s, | <O( >0) 
dt {£4.41 


故 D(0,0) 也 是 方程 给 (4.4) 的 吸引 子 , 旦 不 政变 稳定 性 。 

这 个 定理 告诉 我 们 在 条 件 1 下 ,其 吸引 子 的 稳定 性 不 改变 ,然而 其 几何 结 物 
是 否 会 改变 呢 ? 是否 一 个 焦点 在 扰动 后 会 变 成 一 个 结 点 呢 ? 下 面 的 定理 就 同 管 
了 这 个 问题 。 

定理 4.2 将 线性 系统 (4.1) 作 非 线性 扰动 后 ,下 列 结论 成 立 。 

中 着 (0,0) 是 方程 组 (4.1) 的 稳定 (不 稳定 ) 的 焦点 ,$、 轨 满足 条 件 1, 则 奇 
点 (0,0) 仍 为 方程 组 (4.4) 的 稳定 {不 稳定 ) 的 焦点 ; 

名 @ 车 (0,0) 是 方程 组 (4.1) 的 鞍点 或 正常 结 点 时 , 旦 多 .时 满足 条 件 1、2, 则 
奇 点 (0,0) 仍 为 方程 组 (4.4) 的 鞍点 或 正常 结 点 , 且 对 于 结 点 来 说 ,稳定 性 不 变 ; 

号 若 (0,0) 是 方程 组 (4.1) 的 退化 结 点 时 , 且 $、. 妆 满足 下 列 条 件 : 

gwyJ = Or B(x, y= O07 ) r=v x +y 0 

则 (0,0) 仍 为 方程 组 (4.4) 的 退化 结 点 , 且 不 改变 稳定 性 ; 

@ 若 (0,0) 是 方程 组 (4.1) 的 临界 结 点 时 , 且 多 、 轨 满足 @ 中 的 条 件 , 则 
(0, 全 仍 为 方程 组 (4.4) 的 临界 结 点 , 且 不 改变 稳定 性 。 

对 于 中 心 来 说 ,扰动 后 可 以 不 再 是 中 心 。 我 们 在 第 六 章 将 会 看 到 中 心 在 受 
一 个 小 扰动 后 会 变 成 焦点 、 或 散 点 .或 其 他 非 中 心 奇 点 ,因此 在 处 理 中 心 时 要 特 
别 小 心 。 
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4.3 极限 环 


极限 环 是 一 种 孤立 的 闭 轨 。 在 本 节 ,我 们 将 讲授 极限 环 产生 的 原因 ,以 及 判 
定 极限 环 存 在 的 方法 。 下 面 先 给 出 一 个 例子 ,以 说 明 极 限 环 的 几何 意义 。 
例 4.1 考虑 平面 系统 
| = -y+x[u- (x + )] 
y=x+y[u- (x + )] 
为 了 解 此 方程 , 作 极 坐标 变换 x = rcos6,y = rsin8, 则 
+ 一 字 二 仙 = ra 一 r) 


9-3 


容易 看 出 当 w > 0 时 ,有 一 个 定常 解 "= ws, 用 直角 坐标 * 与 表示 ,就 是 圆周 
x +y =。 对 于 其 他 轨 线 有 两 种 可 能 性 ; 

名 从 圆周 内 部 的 点 出 发 的 轴线 : 因 r<vi, 则 ?>0, 因 此 , 当 :增加 时 ,从 圆 
周 内 部 出 发 的 雪线 越 来 越 舍 近 该 圆周 ; 

四 从 圆周 外 部 的 点 出 发 的 轨 线 : 因 r>wvu, 则 *<0, 因 此 , 当 : 增加 时 ,从 贺 
周 外 部 的 点 出 发 的 加 线 越 来 越 车 近 该 圆周 。 

因此 该 贺 周 是 一 个 孤立 的 稳定 的 闭 轨 


» 


稳定 的 极限 环 ( 如 图 4.11)。 


+= 


图 4.11 稳定 极限 环 


在 上 面 这 个 例子 中 ,极限 环 是 可 以 找 出 来 的 ,但 在 大 多 数 情 况 下 , 非 线性 平 
面 系统 的 解 是 不 能 用 解析 方法 积 出 来 的 。 在 精确 解 不 能 积 出 来 的 情况 下 ,我 们 
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怎样 判断 闭 轨 的 存在 性 琨 ? 下 面 给 出 一 个 判断 闭 轨 存 在 性 定理 。 

定理 4.3{Poincare-Bendixson 环 域 定 理 ) 设 p 是 由 两 条 单 闭 曲线 (不 自 相 
交 ) 瑟 种 所 围 或 的 环 域 ,并 且 在 六 内 无 奇 点 ,又 当 上 增加 时 ,从 五 和 天 上 出 
发 的 轨 线 都 人 只 (或 都 离开 D), 则 在 D 内 存在 闭 轨 ,其 相对 位 置 是 LLc 
Lo 

这 个 定理 的 几何 解释 见 图 4.12, 图 4.13。 


4.13 不 稳定 闭 胃 


注 1: 如 果 在 L,、L, 上 有 有 限 条 雪线 与 其 相 切 ,该 定理 仍然 成 立 。 
注 2: 万 可 以 退化 为 一 个 奇 点 。 在 图 4.12 中 ,上 可 以 退化 为 除 鞍 点 外 的 其 
他 不 稳定 奇 点 ;而 在 图 4.13 中 , 忆 可 以 退化 为 稳定 奇 点。 
这 个 定理 的 证 明 可 雇 在 一 般 的 常 微分 方程 稳定 性 理论 教科 书 中 我 到 ,在 这 
里 不 给 出 其 证 明 。 
定理 4.3 的 特点 是 不 用 解 方 程 就 能 知道 闭 轨 的 存在 性 。 这 在 工程 上 是 重要 
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的 ,因为 如 果 知 道 闭 轨 存 在 ,可 以 用 近似 方法 来 求 出 这 根 闭 轨 。 环 域 的 境界 线 是 
简单 闭 曲 线 。 一 个 构造 境界 线 的 简单 做 法 是 构造 一 个 适当 的 正定 函数 内 yy)， 
通过 确定 轨 线 在 等 高 线 V(x,y) = c* 上 的 走向 来 构造 境界 线 。 下 面 用 环 域 定理 
来 证 明 例 4.1 的 闭 轨 存 在 性 。 

记 sx 和 = 和 + 和 多, 则 在 轴线 上 
= 2 +277 =2(7 + yu - (x + yy) 


取 


2 .2 下 2 2 3 
Li:x +y = 也 La:% +y = 


由 前 面 的 式 子 可 知 ,从 L、L 上 出 发 的 轴线 都 进入 由 与 5 的 所 包围 的 环 域 ， 
由 定理 4.3 知道 在 该 环 域内 存在 闭 轨 。 这 种 证 明 闭 轨 存 在 的 方法 称 为 水 数 法 。 
下 面 的 问题 是 怎样 构造 环 域 。 上 面 的 例子 已 告诉 了 我 们 一 种 构造 法 。 另 
外 ,在 构造 内 境界 线 工时 ,我 们 可 以 选择 I 是 一 个 焦点 或 结 点 。 因 为 焦点 或 结 
点 附近 的 轨 线 要 么 都 跑 向 奇 点 ,要 么 都 远离 奇 点 。 下 面 介绍 另 一 种 方法 :Lienard 
作 图 法 。 
下 面 考虑 Lienard 方程 
+4 f(r) + g(x) =0 (4.5) 
如 描述 无 线 电波 振 葛 的 Van der Pol 方程 
+(x -1)x+rx=0 
就 是 方程 (4.5) 的 一 种 特殊 情况 。 
如 果 作 变换 
+ = y -| f(s)ds 
于 是 方程 (4.5) 等 价 于 下 列 方程 组 
人 二 一 F(x) 
i 4.6) 


这 里 P(x) = | f(x)dx。 


为 了 作出 境界 线 , 必 须 确定 过 境界 线 上 每 一 点 的 轨 线 的 走 癌 。 下 面包 g(x*) 
=x 的 情形 为 例 , 即 上 只 考虑 作 下 列 方程 组 的 境界 线 
=y- F(x) 
7= -x 
由 方程 组 (4.7) 式 确定 过 P(x ,7) 点 的 轨 线 的 切线 方向 是 (y - F(x), - x), 面 此 
时 切线 的 斜率 为 


{4.7) 
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下 = tand= -Fa) 
下 面 从 几何 上 曾 出 过 P(x,y) 点 的 轨道 的 切线 方向 。 其 作 图 过 程 如 下 ; 
中 作出 函数 y = F(x) 的 图 像 4.14; 


图 4.14 过 了 点 的 轨 钱 的 切 向 


@ P(x,y) 是 尾 一 点 ,过 PP 作 PRiIy 轴 , 交 曲 绥 y= F(x}) 于 点 R(x, F(x)); 

加 计 点 R(xz, F(x)) 作 ROWiz 办, 交 Y 轴 于 点 (0, F(x)); 

名 连接 PQ0, 过 P 点 作 P0 的 生 线 PN, 交 x 轴 于 NN 点 。 下 面 证 明 过 PP 点 的 
轨 线 的 切线 方向 就 在 PHY 上 。 这 是 因为 


tang = 工 = 有 
tan5 = tan| + 9 = -ct 了 = -er -0 
全 面 出 当 ;增加 切 矢 量 方向 。 方 向 完全 由 方程 组 (4.) 确 定 。 例 如, 若 点 
Pir,?) 在 第 一 像 限 , 则 了 = -x<0, 因 而 当 :增加 时 ,y 递减 ,因而 过 PP 点 的 执 
线 的 切线 方向 指向 下 。 
例 4.2 考虑 Van der Pol 方程 


+(x -1)i+rx=0 


= tand 


它 等 价 于 下 列 方程 组 


d (4.8) 


下 面 来 证 明 Van der Pal 方程 存在 闭 轨 。 
证 了 明 : (1) 先 作 内 境界 线 。 如 图 4.15 所 示 , 有 两 种 方法 : 作 图 法 和 奇 点 法 。 
@ 作 图 法 : 取 V(x,y) = 半 ( 空 + 放 ), 则 
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| =* [1- 委 ) 
则 当 0< 1xl <y3,xz0 时 ,dVWdi>0, 而 x=0 时 ,dV/dt=0。 匣 可 取 c, 充分 小 ， 
使 得 方程 组 (4.8) 的 轨 线 在 点 (0, cj) 与 (0, - c1) 处 与 :全 + 了 712= ci 相 切 
外 ,其 余 从 五 上 的 点 出 发 的 轨 线 当 上 增加 时 ,都 走 同 5 的 外 部 。 


图 4.15 “在 斜 线 部 分 呈 >0 


加 奇 点 法 :显然 原点 0(0,0) 是 奇 点 。 在 原点 0(0:0) 的 导 算 子 为 
(1 
-1 0 


它 的 两 个 特征 根 为 


因此 奇 点 000,0) 是 不 稳定 焦点 。 
(2) 作 外 境界 线 。 如 图 4.16 所 示 , 作 


L, = ABU BCUCDU DEU EFUF 
其 中 她 和 CD 是 以 01(0, - 213) 为 中 心 的 图 弧 ,它们 的 半径 分 别 为 办 +4/3 和 加 
{xj >0) ,而 Pt, -213) 是 曲线 y = 419- 的 极 小 点 ;直线 BC 的 方程 是 x = mi 
硕 、 三 、 风 分别 与 全、 配 、CD 关 于 原点 对 称 。 
外 当 r*, 充分 大 时 ,点 在 y= x/3 -x 的 下 方 。 因为 直线 x = 2 与 加 和 
(y+213》 = 《xi +413》 在 第 一 像 限 的 交点 的 维 坐 标 为 


2 fs 1 
训 = -他 m+ 二 < 开 -x， (充分 大 ) 
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4.16 外 境界 组 


@ 判断 从 4B 上 的 点 出 发 的 轨 线 在 该 点 的 切 向 。 连 接 0,P, 如 图 4.16 所 示 ， 
有 a < 8,, 因 此 过 PF 点 的 轨 线 只 能 从 外 向 蜂 穿 。 


@ 判断 从 BC 上 的 点 出 发 的 罗 线 在 该 点 的 切 向 。BC 在 曲线 y = x13 -x 下 
方 ,并 在 右 半 平 面 , 于 是 


dx 如 
EE x (等 -4 <D 
下 _=-x<0 

本 


因此 ,从 妈 上 点 出 发 的 轨 线 当 1 增加 ,都 是 从 右 向 左 穿 过 。 


@ 类 似 于 @ 可 独断 从 CD 上 的 点 出 发 的 雪线 的 走向 。 
@ 由 对 称 性 确定 左边 的 罗 线 的 走向 。 
因此 ,由 环 域 定理 ,该 系统 存在 闭 轨 。 
下 面 介绍 证 明 闭 轨 不 存在 的 定理 。 
定理 4.4{Poincare 切 性 曲线 法 ) 设 F(x,y) =c 为 一 曲线 旋 , F(x,y) EE 
CC) ,并 且 
df oF dx +19Fdy 


dy paF s 3 
dr | 分 gx Tay dr + 
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在 6 内 保持 常 号 ( 即 关 0, 或 二 0) ,还 有 
oF FF 
f ar + 
不 合 方 程 组 (4.2) 的 整 条 胃 线 , 则 方程 组 (4.2) 在 6 内 无 闭 轨 。 
证 明 ， 用 反 证 法 。 假 设 方程 组 (4.2) 在 6 内 有 闭 轨 厂 C6, 对 函数 
(9 FI9x) + g(9Flay) 按 时 间 增 加 的 方向 沿 着 工 一 周 积分 ,得 
aF aF dF 
中 (7 孚 十 入 jd = dardt 
显然 上 式 右边 为 区, 从 左边 不 为 零 , 子 盾 。 
定理 4.5 {Bendison-Dulac】) “考虑 单 连通 区 域 6 中 的 方程 组 (4.2) ,假设 
fx,y) ,g(x,y)E CH(GC) ,存在 B(x,y)E C'(G) ,使 得 
天 (有 + 六 (B) 
在 6 中 保持 常 号 , 且 不 在 任何 子 区 域 中 恒 为 零 , 则 该 系统 在 C 中 不 存在 闭 轨 。 
证 丁 : 用 反 证 法 。 设 有 闭 轨 厂 C6, 设 D 是 由 丁力 成 的 区 域 ,由 Green 公式 
Bfay _ Bear = acy + 部 (Be)] dxdy 
因 在 下 上 处 处 有 ay = gdx;, 故 上 式 左 边 为 零 ,但 右边 不 为 零 , 矛 午 。 


例 4.3 证 明 二 维系 统 


和 = P(x,y) = 一 + TY 二 


= 0x,y) =« 
当 m0,n = 必 时 ,不 存在 闭 轨 。 
证 明 : 取 Dulae 函数 
- 局 (zy) = em 7 

出 

元 (Bp) + $80) 和 
因 允 <0, 上 式 除 在 直线 x =0 外 ,在 全 平面 保持 定 号 ,因而 在 整个 平面 上 不 存在 
闭 轩 。 / 
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思考 题 
1. 画 出 下 面 系统 
他 = 十 62 ~ Cos%, 
%2 = nx ~ SinXy 
在 原点 附近 的 相 图 。 


2. 考虑 上 面 平面 系统 


= ~-x+(l-x -2y)y 
试用 函数 法 证 明 该 系统 至 少 存在 一 个 闭 轨 。 
3, 证 明 当 5 #0 时 ,下 面 系统 
+Or- Prx+x =0 
无 周期 解 。 
4, 证 明 下 面 系统 
全 -y+*[u+ (x +y)] 
Fx+y[p+ (x + y)] 


当 <0 时 存在 唯一 不 稳定 极限 环 。 
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同 宿 轨 和 异 宿 胃 是 分 叉 与 混 汪 研究 中 的 两 个 最 基本 的 概念 。 同 宿 轨 或 异 宿 
闭 的 玻 灿 可 导致 混沌 , 同 宿 轨 与 异 宿 轨 分 义 也 是 一 种 重要 的 分 及 情况 。 蜡 宿 半 
可 用 于 解释 涡 旋 的 形成 。 平 面 系统 的 相 图 有 助 于 了 解 系统 的 全 局 性 质 。 平 面相 
图 反映 了 平面 系统 的 几何 结构 ,从 相 图 上 我 们 可 以 看 到 整个 系统 的 几何 行为 。 
同 宿 轨 和 异 宿 轨 在 许多 方面 都 有 应 用 。 


5.1 平面 系统 的 辣 宿 胃 与 异 窒 罗 定义 


同 宿 轨 和 异 宿 轨 是 与 奇 点 联系 在 一 起 的 特殊 轨道 。 在 第 一 章 ,已 定义 疗 宿 
轨 与 异 宿 轨 是 当 :一 + m 或 :> - w 时 进入 或 离开 奇 点 的 轨道 。 然 面 ,对 于 平面 
系统 它们 可 以 用 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 方 便 描述 。 

定义 5.1{ 双 有 曲 窗 点 】 奇 点 xo 称 为 系统 (2.1) 的 双 曲 奇 点 ,如 果 系 统 (2.1) 
在 奇 点 z 的 导 算 子 B(xo) 的 所 有 特征 值 的 实 部 不 为 零 , 旭 所 特征 值 只 有 正 的 
或 负 的 实 部 。 . 

平面 系统 的 著 点 、 焦 点 和 结 点 都 是 双 曲 奇 点 。 下 面 用 稳定 流 形 与 柯 稳 定 流 
形 来 定义 平面 系统 的 同 宿 轨 与 异 宿 轨 。 

定义 5,2 设 ea 是 平面 系统 (4.2) 的 两 个 不 局 的 奇 点 , 若 瑟 ( 的 门下 (8) 
是 一 条 轨道 ,那么 称 配 (o@) 门 醋 (5) 为 异 宿 罗 。 

显然 若 a、4 都 是 著 点 ,那么 dimW Ca) = dm 了 (5)。 在 这 种 情况 下 , 画 一 
个 图 来 解释 这 个 定义 ,如 图 5.1 所 示 。 


We (on NW (DD) 


5.1 异 癣 胃 图 做 


从 几何 上 来 看 , 异 宿 罗 是 从 一 个 奇 点 出 发 且 当 1 + 时 ,进入 男 一 个 奇 
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点 ,也 即 当 + 和 t->- 中 时 ,轨道 进入 不 同 的 奇 点 。 
定义 5.3 设 z 是 系统 (4.2) 的 一 个 鞍点 ,如 果 酸 ( 功 ) 用 本 (xo) 是 -- 条 
轨道 ,那么 称 政 (xo) 门 WV (2 ) 为 同 宿 轨 ( 如 图 5.2)。 


Hs NW 


图 5.2 同 宿 轨 图 像 
从 几何 图 形 上 可 以 看 出 ,局 宿 就 当 + 土台 时 进入 同一 个 奇 点 ,或 更 直观 地 
说 同 宿 轨 是 从 一 个 奇 点 出 发 县 当 >+ o 了 时 又 回 到 该 奇 点 的 轨道 。 
下 面 的 问题 是 怎样 计算 同 宿 轨 与 异 宿 轨 。 这 种 轨道 是 很 难 计算 出 来 的 ,这 
在 我 们 计算 中 心 流 形 时 就 已 看 出 这 一 点 。 对 于 高 维系 统 没有 一 般 的 计算 法 。 但 
对 于 二 维 Hamilton 系统 有 一 个 算法 。 


5.2 二 维 Hamilton 系统 的 同 宿 轨 与 异 宿 轨 的 计算 


从 第 二 章 我 们 知道 ,如 果 二 维系 统 (4.2) 是 经 典 Hamilton 系统 ,那么 存在 
Hamilton 葬 数 H(x,y) ,使 得 


和 = f(z7) 


8 
y= ~ = B(x,7) 
面 H(x,y) 是 上 面 二 维 方 程 组 的 一 个 首次 积分 ,利用 这 个 首次 积分 ,我 们 可 以 求 


出 上 面 方程 组 进入 或 离开 奇 点 的 轨 线 。 下 面 举例 来 说 明 这 一 点 。 
例 5.1 考虑 平面 系统 
2 
P=- 好 


它 有 三 个 奇 点 (0,0) ,( +1,0)。 考 虑 奇 点 (0,0) , 它 的 导 算 于 


0 
m00.0) =( jj 

有 两 个 特征 值 :, = 1,4, = - 1, 因此 它 是 鞍点 ,因而 是 双 曲 奇 点 下 面 来 求 当 ， 
一 土 进入 或 离开 (0,0) 的 轨道 , 即 过 原点 的 轨道 。 
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先 求 Hamilton 函数 。 解 偏 微分 方程 组 


有 


因而 原 方程 组 有 一 个 守恒 量 


1 ，1，1， 
27 ~2*+4 


车 曲线 过 原点 , 则 有 = 0, 因 此 有 


3 
Y= +x 1- 末 


下 面 来 夯 出 该 曲线 ,以 上面 一 支 为 例 , 即 考虑 


7 了 =%Af 1 一 ” 
显然 该 曲线 与 x 轴 的 交点 是 ( -v2,0) (0,0) 和 (2,0)。 又 由 于 


y= (1—*) 
-2 

由 示 可 知 ,xz = +1 是 极 大 点 。 考 上 碟 到 对 称 性 ,可 以 画 出 该 曲线 为 “ww " 字 型 。 

曲线 已 经 画 出 来 了 , 接 下 来 要 确定 当 1 + wm 时 ,曲线 的 走向 。 显 然 对 应 于 
A=1 的 特征 向 量 为 (1,1), 于 是 包 =|(x,y)ly=xj。 同 理 记 = |(x,y)|ly= 
-x|。 于 是 可 以 区 出 该 曲线 的 走向 {如 图 5.3)。 

由 几 5.3 本 以 看 出 ,这 是 两 根 同 宿 轨 。 

另外 ,从 原 方 程 可 知 癌 宿 轨 满 足下 面 的 微分 方程 式 


本 
间 二 土 交 1 了 洒 


解 这 个 方程 并 利用 初始 条 件 可 知 黄 根 同 宿 轨 与 时 间 的 关系 为 
Ta (0), (1)) = ( 42secht, FY 2secht -tanht) 
由 于 其 他 两 个 奇 点 是 中 心 ,因此 该 系统 不 存在 其 他 辣 宿 轨 ,也 不 存在 其 他 异 
宿 轨 。 
下 面 举 一 个 存在 异 宿 轨 的 例子 。 
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-2 有 
图 5.3 同 宿 罗 
例 5.2 考虑 单 押 振动 方程 
= - sing 
它 等 价 于 二 维系 统 
[ =9 
t= — sing 
显然 {+ x,0) 是 他 的 奇 点 ,并 日 都 是 鞍点 。 
解 偏 微分 方程 组 
aH 
5 =? 
党- sing 
得 


-az 、 0 
H=31 co = 


现在 求 过 点 (+r,0) 的 解 , 以 g= +x,sz =0 代 入 上 式 求 得 c=1, 从 而 过 ( +x,0) 
的 解 为 


3 1- cos0 =0 


t= ty2V T+ cosd 
因 市 这 是 两 条 蜡 宿 圈 。 类 似 于 上 例 可 以 很 容易 确定 出 两 奇 点 的 特征 方向 。 例 如 
对 于 奇 点 (x,0) ,有 
FE={(6,v)ly=r- 6} 
E:=1(0,v)lv=6-7l 
于 是 可 以 画 出 这 两 条 异 宿 轨 的 图 像 ( 如 图 5.4)。 
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i 


四 


[人 


图 5.4 异 宿 轨 
我 们 可 以 求 出 两 条 蜡 宿 轨 与 时 间 的 关系 。 解 微分 方程 
9 = +42 1+ coaf 
得 在 上 半 平 面 的 异 宿 轨 与 时 间 的 关系 为 
T, [0) ,0 (4) | = (2arctan( sinht) ,2secht) 
而 在 下 半 平 面 为 
T= 
由 例 5.1 和 例 5.2 可 归纳 求 出 二 维 Hamilton 系统 同 宿 轨 和 异 宿 轨 的 步骤 如 


中 确定 系统 的 奇 点 和 奇 点 的 性 质 ( 不 会 有 进入 中 心 的 同 宿 轨 或 异 宿 轨 ); 
四 求 出 系统 的 Hamilton 函数 ; 

全 由 Heamilton 函数 找 出 进入 奇 点 的 轨道 并 末 出 轨道 的 图 像 ; 

电 通过 积分 算出 进入 奇 点 的 轨道 与 时 间 的 关系 。 


5.3 平面 Hamilton 系统 相 图 的 画 法 


与 上 节 类 似 , 我 们 同样 以 具体 例子 来 讲解 怎样 画 平 面 Hamilton 系统 要 图 。 
如 盯 可 以 画 出 一 个 平面 系统 的 相 图 ,我 们 可 以 从 相 图 上 看 出 系统 的 全 局 几何 行 
为 。 
我 们 仍 以 上 节 的 两 个 例子 来 讲解 怎样 画 平面 Hamihton 系统 的 相 图 。 
例 5.3 画 出 平面 系统 
7 
FF 二 一 x 


的 平 画 相 图 。 从 上 节 可 知 ,这 个 系统 有 一 个 首次 积分 
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2 2 
i 
2 “4 


2 
2 
2 


令 V4) = -于 + 芋 , 于 是 y= 2V2[a- ZJ]。 下 面 我 们 分 几 步 来 画 相 图 。 
(1) 画 Kx) 的 图 像 。 
V(x) 与 < 轴 相 交 于 原点 (0,0).(V5,0) 及 ( - 碟 ,0) 点 , 它 有 两 个 家 小 点 
(1, -1/4) 及 (1, ~ 114) 及 一 个 极 大 点 (0,0) ,如 图 5.5 所 示 。 


Vix) 


图 5.5 克拉 的 图 像 


从 图 5.5 可 知 函 数 y= tv 于 ce- (zj] 的 单调 区 间 。 

(2) 画 y= tv2e- Vx)]。 

中 c=0,y= +V -27(x) 是 两 条 同 宿 轨 , 见 例 5,1。 

地 当 起 点 在 同 宿 轨 内 部 时 ,以 右 半 平 面 为 例 , 取 * 辅 上 任 一 点 如 (0< xo < 
1) ,由 于 轨 线 过 x。, 则 有 


从 而 * 的 取 值 范围 由 Y(z)< ec, 即 - 气 + 于 -各 + 型 确 定 。 因此 有 wow 


vV2-xe 区 间 的 两 端点 就 是 过 x 点 轨 线 与 x 轴 的 交点 。 而 过 wo 点 曲线 的 表 
达 式 为 


2 
Xp 


y= xj 2[ -各 + 各- x)] 
结合 (1) 可 知 该 过 xn 点 轨 线 是 包含 右边 奇 点 的 闭 曲 线 (如 图 5.6)。 
@ 同 理 可 画 出 从 同 宿 委 外 部 任 一 点 出 发 的 轨 线 。 


从 相 图 上 可 以 看 出 : 同 宿 轨 内 部 的 奇 点 是 中 心 , 间 宿 轨 内 部 的 轨道 是 包 国 一 
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由 


图 5.6 相 图 


个 中 心 的 闭 轨 ,而 同 宿 轨 外 部 的 国道 是 包围 三 个 奇 点 的 闭 轨 。 
例 5.4 画 出 单 摆 系 统 


f= ~ sing 

的 平面 相 图 。 
它 等 价 于 平面 系统 
| =y. 
v= - sind 

它 有 一 个 守恒 量 

和 Ooe 凡 = 
即 


y= + 2(c + cos0) 


这 个 平面 系统 有 无 穷 多 个 奇 点 (+ nr,0)(n =0,1,2,…) ,容易 计算 
0 1 
Df( + nn,0)= 人 | 


cosnx 0D 


n 为 奇数 时 ， 导 算 子 的 特征 值 为 4, = 1,*; = ~ i, 因而 此 时 的 亲 点 是 均 点 ;而 n 
为 个 数 时 ,1 = ij = -i, 谷 点 是 中 心 。 

当 n 为 奇数 时 ,对 应 于 ht = 1 的 特征 向 量 为 el = (1 -1) ,而 对 应 于 4, = 
~ 1 的 特征 向 量 为 es = (1,1) 。 由 此 可 以 确定 过 这 些 奇 点 的 稳定 流 形 与 不 稳定 
流 形 的 走向 。 例 如 对 于 奇 点 (x,0) ,有 

EE=i(8,v)lv=x- 8| 
FE=|(8,0)lv=0-r} 

由 于 周期 性 ,我 们 只 须 画 一 个 周期 区 间 [ - x,x] 中 的 相 图 即 可 。 
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中 v08) = cos8( -x<<9<r) 的 图 像 (如 图 5.7)，; 
va 


图 5.7 .wv《98) 的 图 像 
他 画 出 这 两 奇 点 ( - ,00) 与 (x,0) 的 异 宿 轨 , 见 例 5.2; 


加 类 似 例 5.3。 
于 是 可 画 出 整个 平面 上 的 相 图 (如 图 5.8)。 


图 5.8 相 图 
从 这 个 相 图 上 可 知 ; 当 摆 从 位 置 -x < 名 ( 关 0) < 以 零 初速 度 放下 时 , 摆 来 
回 作 周期 枫 动 ; 当 摆 从 位 置 -x< 反 (0) < 以 足够 大 的 初速 度 { 两 条 异 宿 轨 和 包 
围 的 区 域外 部 ) 放 下 时 , 摆 并 非 来 回 作 周 期 押 动 , 面 是 一 图 接 一 圈 地 作 周 期 运动 ; 
平衡 位 置 % =0 是 稳定 的 ,平衡 位 置 9 = x 是 不 稳定 的 。 
.由 例 5.3 和 例 5.4 可 归纳 出 画 二 维 Hamilton 系统 相 图 的 步 又 如 下 : 
中 确定 系统 的 奇 点 、 奇 点 的 稳定 性 和 鞍点 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 的 方 


向 ; 
了 求 出 系统 的 Hamilton 函数 ; 
地 曾 出 由 Hamihon 函数 决定 的 等 高 线 。 
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5.4 常 微分 方程 组 解 的 渐 近 行为 


在 这 一 节 我 们 将 引进 流 的 概念 。 虽 然 这 个 概念 很 抽象 ,但 它 给 我 们 处 理 问 
题 带 来 极 大 的 方便 。 
考虑 一 般 的 常 微分 方程 
T= fx) rER’ (5.1) 
以 后 我 们 总 是 假定 上 面 方程 满足 解 的 存在 唯一 性 定理 ,并 且 其 解 可 延 拓 到 整个 
R 上 。 现 记 在 :=0 时 ,方程 过 点 roEG R" 的 解 为 $(1,xo)( 由 唯一 性 定理 ,满足 
初始 条 件 rof0) = ro 的 解 x = x( 电 是 唯一 的 ) ,从 而 有 
$ (0, x60) = Xo 
现在 让 x 在 R" 中 移动 ,那么 得 一 系列 解 $8(t1,x), 因 此 是 有 RxR* 到 及 ' 上 的 
映射 
:Rx RR 
(1, XE, x) 
显然 , 若 re 是 方程 (5. 世 的 一 个 奇 点 的话 ,那么 
b(t, ro) = Xo 
因此 奇 点 是 4$ 的 不 动 点 。 我 们 称 #$ 是 微分 方程 组 (5.1) 的 流 。 流 具有 下 列 性 
质 : 
@@ 当 * 固定 时 , C.(2) = $(1,x) 是 方程 (5,1) 在 ;=0 时 过 x 点 的 解 , 即 有 
$0,xX)=x 
加 $f+ sx) = (1,$(s,x*))。 这 个 等 式 由 解 的 唯一 性 定理 很 容易 证 明 : 
$1,$(s,x)) 是 微分 方程 (5.1) 在 1=0 时 过 点 $3,x) 的 解 ,同样 由 + sz) 也 
是 微分 方程 (5.1) 在 1 =0 时 过 点 4(s,x) 的 解 。 
合 如 果 将 时 间 : 国定 ,并 且 记 
F(x)= p(t, x) 
即 只 :了 一 R" 的 一 个 映射 ,显然 有 
F(x)= $0,x)=x 
即 
Fo= iad 
并 且 不 难 证 明 关 于 映射 的 复合 运算 "下 列 关系 成 立 。 
已 ， = 下。 下 = 已。 中 
Fo=F.,=F°F ,=F.,°F,=W 
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因此 映射 集合 1 | ,en 关于 映射 的 复合 运算 "构成 一 个 乘法 群 。 
下 面 用 流 来 定义 两 个 描述 解 的 源 近 行为 的 概念 a -极限 集 和 w -极限 集 。 
定义 5.4 设 $(1,x) 是 方程 (5.1) 的 流 。 点 x 称 为 点 xER" 的 -极限 
点 ,如 果 存 在 一 个 时 间 序 列 }5j , 当 5 一 + w 时 ,有 
A 
w -极限 点 的 几何 解释 如 图 5.9 所 示 。 点 x 的 所 有 w - 极限 点 组 成 的 集合 记 为 


w(x) 


由 (如 
$x) 


遇 人 | 


学 
如 


图 5.9 wo 是 x 的 w -极限 点 
定义 $5.5 设 #(1,x) 是 方程 (5.1) 的 流 ,点 xo 称 为 点 xER" 的 a -极限 点 ， 
如 果 存 在 时 间 序 列 |4], 当 1 一 - wm 时 ,有 
pt, xo 
点 的 所 有 a - 极限 点 的 集合 记 为 a(x)。 
例 5.5 考虑 平面 上 一 个 具有 鞍点 的 系统 , 记 此 鞍点 为 如 ,那么 各 是 稳定 
流 形 上 任 一 点 的 w -极限 点 和 不 稳定 流 形 上 任 一 点 的 a -极限 点 (如 图 5.10)。 


Hex) 


F(x,) 


图 5.10 鞍点 既是 w -极限 点 又 是 a -极限 点 


例 5.6 考虑 一 个 具有 稳定 极限 环 r 的 平面 系统 ,那么 极限 环 > 附近 的 任 
一 点 的 w -极限 点 构成 的 集合 w(x) =r, 但 lim$ (t,x) 关 r( 如 图 5.11)。 
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0) 


图 5.11 -极限 集 是 一 条 闭 软 
定 多 5.6 设 #$(1,x) 是 微分 方程 (5.1) 的 流 , 集 AER' 称 为 流 #(1,x) 的 吸 
引 集 ,如 果 存 在 某 一 邻 域 避 使 得 
YXEU, Yiz0,¢(1,x)EUV 
且 当 :1+ wm 时 ,有 (t,x) 一 A( 如 图 5.12)。 


图 5.12 A 是 吸引 和 集 
显然 稳定 的 奇 点 和 稳定 的 极限 环 都 是 吸引 集 。 
定义 $5,7 A 和 5 的 定义 如 定义 5.6,A 的 吸引 域 (或 吸引 盆 ) 定 义 为 下 列 
集合 


Us, U) 
这 里 $iv)= (i,x)lxE Vl。 
定义 5.8 设 $(1,x) 是 微分 方程 (5.1) 的 流 ,连通 集 MW 称 为 是 该 流 的 捕捉 
区 域 (trapping region) ,如 果 六 tz0,8( 和 )C 对 ( 即 好 是 流 的 正 不 变 集 )。 或 者 
等 价 地 说 过 斥 的 边界 3 村 上 任 一 点 的 轨 线 的 切 向 指向 形 的 内 部 。 这 里 
$2, M) = {g(t, x) IxEM} 
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显然 ,如 果 我 们 定义 
从 = NC:, A) 
那么 4 是 一 个 吸引 集 。 由 此 可 知 ,要 构造 一 个 吸引 集 ( 或 吸引 子 ), 只 须 找 到 一 
个 捕捉 区 域 即 下 。 现 在 的 问题 是 怎样 构造 一 个 捕 提 区域? 我 们 可 以 用 Liapunov 
阔 数 法 来 构造 捕捉 区 域 。 下 面 用 例子 来 说 明 这 一 方法 。 
例 5.7 考虑 无 阻尼 的 谐振 子 系统 
[ 7 (5.2) 
F=x-* -6 >0 

当 =0 时 ,我 们 在 前 面 已 经 详细 地 研究 过 了 ,从 其 相 图 上 河 看 出 系统 的 所 有 才 
道 的 长 时 期 行为 。 当 3 =0 时 ， 


H(x,Y) = 分 - 乞 + 

并 有 从 新 夯 的 相 图 上 可 以 看 上 . 际 丙 条 回 守 轨 和 点 外, 其 他 村 名 各 是 曲线 。 
现在 我 们 在 方程 组 (5.2) 上 计算 

dH 3 2 

dr sy + i=- 0 
因此 从 等 高 线 

二 ~ 

上 的 点 出 发 的 方程 组 ($.2) 的 轨 线 , 当 :一 + 加 时 ,都 进 人 该 封闭 曲线 围 成 的 区 
域 { 如 图 5.13)。 


sh, 
人 


图 5.13 等 高 线 上 办 线 的 走向 
取 。 足够 大 ,使 等 高 线 工 的 内 部 包含 方程 组 (5.2) 的 三 个 奇 点 ( - 1,0)， 
(0,0),(1,0) , 记 工 轩 成 的 区 域 为 村 , 则 有 
A= N80, M)=1( -1,0),(1,0)1 
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例 5.8 考虑 Lorenz 系统 


z= — glx—y) 
了 =p% 和 入 
jz=—Bzt+wy 


取 o = 10,8 = 8/3,p = 28, 该 系统 有 3 个 奇 点 (0,0,0), (6Y2,6Y2,27) 以 及 

( -6yV5, -6Y2,27), 对 应 于 奇 点 (0,0,0) 的 导 算 子 的 三 个 特征 根 是 MA = -8/3， 

42 = 11.83,43 ='- 22.83, 因 此 该 奇 点 是 鞍点 。 对 应 于 ( + 6V2, 4 6Y2,27) 的 三 个 

特征 值 分 别 为 4 = - 13.85, ;= 0.094+ 10.19i。 因 此 三 个 奇 点 都 是 不 稳定 奇 

点 。 而 对 于 每 一 个 奇 点 都 有 进入 奇 点 的 轴线 ,也 有 离开 奇 点 的 轴线 。 取 
V=14x +5y +5(z— 56)’ 

容易 计算 得 


7 -2 


0 2 + + 2) -0 


所 以 当 我 们 取 o> @272 ,并 且 使 箭 球 14z2 + 537 + 5(z - 56) < 包含 糙 球 2 
+ 了 + 有 (2 三 222 时 ,在 机 球面 14z2 +57 + 5(z - 56) = o 的 外 部 有 


于 <0, 册 此 可 知 


M= {(x,y,z) 14x + Sy + 5(z- 56) < el 
是 一 个 捕 提 区 。 记 
A= $1,M) 
它 就 是 Lorenz 吸引 子 。 由 上 也 可 知 ,A 的 吸引 域 是 整个 R。 
现在 来 看 A 的 性 质 : 取 。 足够 大 ,使 捕 提 区 域 MH 包含 三 个 奇 点 。4 外 面 轨 
道 当 上 -> + 时 趋 于 A ,而 从 奇 点 附近 出 发 的 轨 线 远离 奇 点 。 这 种 稳定 与 不 稳 
定 的 相互 作用 就 导致 奇怪 吸引 子 。 


5.,5 非 保守 平面 系统 的 相 图 


从 本 童 第 二 节 已 经 看 到 ,对 于 二 维 Hamilton 系统 ,我 们 可 以 求 出 轨 线 。 而 对 
于 非 保 守 系 统 , 常 常 很 难 求 出 其 轨 线 。 因 此 ,楼 画 非 保守 系统 相 图 ,必须 认真 分 ， 
析 奇 点 性 质 ,以 及 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 走 向 。 下 面 先 介绍 关于 平面 系统 w - 
极限 集 与 a -极限 集 的 定理 。 
定理 5.9(Poincare-Bendison】 设 对 是 平面 上 一 个 闭 的 紧 致 集 , 并 且 是 平面 系统 
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则 
T=8(r,y) 


的 正 不 变 集 , 设 p 扎 用 ,那么 下 列 可 能 性 成 立 。 

QD wlp) 是 一 个 冰点 。 

@ w(p) 是 一 条 闭 轨 。 

加 w(p) 是 由 有 限 个 奇 点 pp;，…,p。 和 有 限 条 轨道 7, (a(r)= p,wlr,) 
= 户 , 同 宿 扫 ,或 异 宿 轨 ) 构 成 。 

这 个 定理 的 证 明 要 用 到 一 些 拓扑 知识 ,我 们 不 在 这 里 给 出 它 的 证 明 。 对 于 
c -极限 集 也 有 类 似 定 理 。 

例 5.10 画 出 无 蛆 尼 的 谐振 子 系统 


上 
y=x-x -6 (0< 6 <22) 
的 平面 相 图 。 
该 系统 有 三 个 麻 点 {一 1,0),(0,0) 及 (1,0), 原 点 是 鞍点 ,{ - 1,0) 与 (1,0) 是 
两 个 焦点 ,而 函数 


2 


Hag) = 等- 要 + 
的 等 高 线 围 成 的 区 域 是 正 不 变 集 ( 如 图 5.14)。 


如 


图 5.14 正 不 变 集 


下 面 要 考虑 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 走向 。 
@ 由 于 该 系统 的 散 度 


3 3 
04570500)= -$<0 
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因此 该 系统 不 存在 闭 罗 。 

现在 我 们 在 不 稳定 流 形 (0,0) 上 任 取 一 点 p ,那么 w(p) 和 al(p) 不 是 闭 
胃 的 ,由 上 面 的 定理 可 知 w(p) 和 afp) 都 是 由 一 个 奇 点 构成 的 集合 。 

四 wlp) 不 是 原点 ,否则 不 稳定 流 形 只 50, 的 当 上 =- + w 时 加 到 原点 ,从 而 
不 稳定 流 形 Wr (0,0}) 是 同 宿 罗 ,并且 由 于 该 系统 右边 的 山 数 关于 源 点 对 称 , 因 而 
同 宿 胃 内 部 至 多 包含 一 个 焦点 。 于 是 对 于 同 宿 轨 内 部 的 任 一 点 9,w(9) 和 a g) 
或 者 都 是 空 集 ( 同 宿 轨 内 部 不 包含 奇 点 )、 或 者 是 同一 个 焦点 ,和 矛盾 。 这 诈 明 了 当 
t+ m 时 ,不 稳定 流 形 本 (0,0) 进 和 焦点。 显然 , 当 :一 + wm 时 ,不 稳定 流 形 
天 (0,0) 的 右边 那 支 只 能 进入 右边 的 焦点 ,不 稳定 流 形 有 (0,0) 的 左边 那 支 只 
能 进入 左边 的 焦点 (如 图 5.15)。 


图 5.15 不 稳定 流 形 的 走向 
名 系统 的 相 图 如 余 5.16 所 示 。 


图 5.16 系统 的 相 图 


从 这 个 相 图 可 知 :从 侠 线 部 分 区 域内 或 从 不 稳定 流 形 右边 分 支 上 任 一 点 出 
发 的 轨 线 , 当 1->+ o 时 , 趋 于 右边 的 焦点 ,因此 斜 线 部 分 区 域 是 右边 焦点 的 吸 


引 域 ;从 非 斜 线 部 分 区 域内 或 从 不 稳定 流 形 左边 分 支 上 任 一 点 出 发 的 轨 线 , 当 
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it 一 + % 时 , 赵 于 左边 的 焦点 , 男 此 非 斜 线 部 分 区 域 是 左边 焦点 的 吸引 域 。 


5.6 同 宿 轨 、 异 宿 轨 与 孤立 波 


历史 上 , 孤 波 的 发 现 与 孤子 概念 的 建立 ,是 从 一 维 浅水 槽 中 小 振幅 波 的 研究 
开始 和 的。 由 于 人 们 对 自然 现象 的 细心 观察 而 发 现 了 孤 波 ,随后 又 进行 了 认真 的 
实验 研究 和 理论 工作 ,导出 了 描述 这 一 物理 现象 的 Edy 方法 。 通 过 对 Kdv 方程 
的 数值 研究 ,发 现 孤 波 相 互 作用 后 仍 能 保持 各 自 的 波形 和 速度 ,终于 建立 了 “ 孤 
子 ” 的 轰 念 。 孤 立 子 强调 孤 波 的 稳定 性 。 

(1) 孤 波 的 发 现 。1834 年 ,英国 科学 家 罗素 (Seot Russell) 在 爱丁堡 道 格 拉 
斯 哥 的 运河 中 偶然 发 现 一 种 保持 其 原 有 形状 和 速度 不 变 , 图 而 光滑 , 轮廓 分明 ， 
孤立 的 水 波 。 

当时 ,他 观察 一 次 船 的 运动 ,这 条 船 被 两 匹 马 拉 着 沿 狭 窜 的 运河 迅速 前 进 
着 。 突然 , 船 停 了 下 来 ,而 被 船 所 推动 的 大 堆 河 水 却 并 不 停止 ,它们 积聚 在 船 头 
周围 激烈 地 扰动 着 。 然 后 水 浪 突 然 呈 现 出 一 个 滚圆 而 光滑 ,轮廓 分 明 的 巨大 孤 
立波 蜂 , 它 以 巨大 的 速度 向 前 滚动 ,急速 地 离开 船 头 。 在 行进 中 它 没 有 明显 的 形 
状 改变 和 速度 减 小 。 罗 素 骑马 追踪 它 , 它 仍 以 每 小 时 8 ~ 9 英里 的 速度 向 前 滚 
动 , 并 保持 其 原来 形状 , 即 大 约 30 英尺 长 ,1 ~ 1.5 英尺 高 。 然 而 ,高 度 逐 渐 减 
小 , 约 在 运行 一 ,二 英里 后 消失 在 河道 的 弯 弯 曲 曲 处 。 

罗素 首先 观察 到 形状 和 移动 速度 都 不 变 的 局 域 性 水 波 ,并 首先 用 “孤立 子 " 
(Solitary) 这 个 词 来 形容 它 。 随 后 他 又 进行 了 实验 研究 ,用 重 锤 落 人 水 槽 的 一 端 
来 产生 孤 波 。 轿 5.17 就 是 罗素 实验 的 示意 图 。 


(a) 重 姓 落水 前 


(b) 项 刍 落水 后 


包产 生 的 孤 波 以 恒定 的 速度 
向 右 移动 并 保持 波形 不 变 


图 5- 实验 示意 图 
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他 还 从 实验 得 出 , 孤 波 移动 速度 c 与 水 村 中 静止 水 深 4 和 孤 波 波幅 4 之 间 

有 如 下 关系 
c=ge(d+A) 

由 上 式 看 出 ,波幅 较 高 的 孤 波 其 移动 速度 也 较 快 。 不 幸 的 是 ,罗京 的 发 现在 当时 
未 能 从 流体 力学 方程 给 以 合理 的 解释 ,因而 未 能 引起 物理 学 家 的 重视 。 

(2) 撒 述 浅水 波 运 动 的 KaV 方程 。 罗 素 的 发 现在 当时 没 能 从 流体 力学 方程 
给 以 合理 的 解释 。 然 而 ,大 约 和 年 后 ,187] 年 布 琳 内 斯 克 (M.J. Boussinesq) 和 
1876 年 瑞 利 (Lord Rayleigh) 假 定 孤 波 的 尺度 比 水 深 大 很 多 ,他 们 从 理想 流体 的 运 
动 方程 导出 公式 " = g(d+ 4), 并 推断 孤 波 波形 z = (x,t) 具 有 如 下 形式 

F(x,1) = Asech B(x — ct) 

但 他 们 未 能 给 出 上 述 孤 波 所 满足 的 运动 方程 。 直 到 1895 年 科 特 事 格 (D.J. 
Korteweg) 和 德 则 里 斯 (G.de Vries) 才 在 浅水 长 波 和 小 振幅 假定 下 建立 了 单 向 运 
动 的 非 线 性 浅水 波 运 动 方程 。 这 方程 可 以 用 来 描述 罗素 所 发 现 的 现象 , 即 著名 
的 KdY 方程 


-3/4{2 了 
$= 9 (Sat, + ,+ I6.) (5.3) 


式 中 a 和 az 为 常数 ,a 与 表面 张力 有 关 。 在 长 波 近 似 下 ,如 不计 表 而 张力 , 则 o 
= 中 13, 并 在 1xj 一 + “时 要 求 和 都 趋 于 0 的 条 件 下 求 出 上 而 方程 的 孤 波 


解 为 
els,t) = hseot? | 于 (so] (5.4) 


其 中 e=V8a[1+ 蕴 j。 当 4/d<:1 时 ,这 个 结果 与 罗素 实验 观察 到 的 结果 = 
8(d+ 4) 一 致 。 理 论 上 可 由 布 森 内 斯 克 方程 的 求解 得 出 e? = g(a + 4)。 由 式 
(5.4) 可 知 , 孤 波 波 包 的 宽度 与 v4 成 反比 ,振幅 越 高 的 KdV 孤 波 宽度 越 窑 , 但 移 
动 速 度 越 快 。 
经 过 适当 的 变换 , KdV 方程 (5.3) 可 化 为 下 列 标准 形式 ，; 
Uy + Hs + ts + Ws =0 (5.5) 
(3) 孤 波 的 一 个 成 因 。 波 动 是 自然 界 中 最 常见 的 现象 之 -。 电 榴 波 、 声 波 、 
水 波 ,地 震波 等 都 是 波动 的 现象 。 最 旧型 的 一 维 流动 方程 是 


3=0 ($5.6) 


这 里 u(x,) 是 波幅 , 它 可 以 是 电场 强度 、 声 压 、 水 面 或 者 地 面 的 高 度 等 振动 变化 
的 物理 量 ,c 是 波 速 。 不 难 证 明 方 程 (5.6) 的 通 解 为 
89 


非 线 性 动力 学 一 分 丸 ,混沌 与 扳 立 于 


u(xst)= f(x- ct)te(xt cet) 
f(x - ct) 是 向 右 传播 的 波 , g(x + ot) 是 向 左 传播 的 波 , 波 速 都 是 c。 这 里 fx - 
ct) 和 g(x + ct) 称 为 行 波 解 。 对 于 方程 


9 9 
人 十 工 元 jz = 昌 
只 有 向 右 传播 的 行 波 解放 x - ct) ,而 方程 


(元 -< 元 ja=0 


则 只 有 向 左 传播 的 行 波 解 g(x + ct)。 上 典型 的 单 色 平面 波 解 是 

u(x,t) = Aocos( kx — out) 
这 里 上 = 2n/4 十 波 矢 ,w= 2xf = 2n/T 是 圆 频 率 ,4 /和 7 分别 是 波 的 波长 .频率 
和 周期 {对 于 高 维系 统 上 由 矢量 大 代替 ,上 的 方向 是 波 前 传播 方向 ) , 波 速 为 


和 
更 复杂 的 波形 变化 可 由 许多 具有 不 同 振 幅 、 波 矢 和 频率 的 平面 波 生 加 而 成 。 
波 包 则 是 由 一 些 波 矢 和 频率 相近 的 波 所 组 成 , 波 包 运动 的 群 速 度 


‘= dE 
它 也 是 波 的 能 量 传 输 速度 。 
构成 波 包 的 每 一 个 单 色 平 面 波 的 波 前 以 各 自 的 波 速 向 前 传播 ,可 见 只 有 当 
c 与 上 无 关 时 , 波 包 才 能 保持 其 形状 不 变 。 显 然 当 
w= w(k) 


是 上 的 非 线 性 函数 时 , 即 c 与 有 关 时 ,构成 波 包 的 不 同 w 的 单 色 平面 波 的 波 


前 速度 不 相同 , 波 包 将 逐渐 变形 弥散 ,这 就 是 色散 所 引起 的 效应 。 关 系 式 wm = 
wt) 称 为 色散 关系 。 
下 面 我 们 来 了 解 波 的 色散 以 及 非 线 性 对 孤 波 形成 的 作用 。 以 KdV 方程 
(5.5) 为 例 。 如 果 赂 去 方程 (5.5) 的 非 线 性 项 ,有 
Wi + i + Lm = 站 (5.7) 
这 是 一 个 三 阶 线性 偏 微分 方程 。 以 w = uoe'* 中 代入 方程 (5.7) 得 
四 二 在 一 本 (5.8) 
于 是 相 速 度 c= wi/ =1- 好 与 上 有 关 , 即 存在 色散 。 方 程 ($5.8) 中 立方 项 是 由 
方程 (5.7) 中 对 x 的 求 三 阶 导数 zs 引起 的 。 以 速度 v = dwigk = 1 -3 凡 运动 的 
波 包 将 因 不 同 波长 的 波 ,其 速度 不 同 而 发 生 色散 ,导致 波形 的 弥散 (只 有 正弦 波 
例外 ,因为 正弦 波 是 单一 波长 的 波 )。 
另 一 方面 ,与 色散 导致 小 形 弥 散 相 反 , 非 线性 导致 波形 聚 指 。 在 KdqY 方程 
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中 了 略 去 引起 色散 的 对 x 的 三 阶 导数 ,保留 非 线 性 项 ,有 

w+ (1+ wu)u=0 
显然 上 = f(x - (1+ ww)!) 是 这 个 方程 的 解 。 此 时 波 的 相 速 度 。 = 1+w, 即 波幅 较 
高 部 分 的 速度 比较 低 部 分 快 ,出 现 所 谓 “ 追 在 "现象 。 其 结果 ,在 波 的 前 沿 部 分 波 
形 越 来 越 陡 , 形 成 不 连续 的 激流 ,最 终 出 现 地 塌 ( 如 图 5.18, 图 5.19)。 


tH 


图 5.18 开始 时 的 波形 


在 


图 5.19 ”运动 一 段 时 间 后 的 波形 


综 上 所 述 , 在 Kav 方程 中 ,色散 引起 波 包 弥散 , 非 线性 引起 波 包 率 集 , 色 获 
与 非 线性 平衡 是 形成 孤 波 的 机 制 。 

(4) 利用 同 宿 轨 和 异 宿 轨 求解 孤立 波 。 非 线性 人 篇 微 系统 的 孤立 波 要 满足 一 
定 的 无 穷 边 值 条 件 : 即 当 :一 + m 时 , 扳 波 解 趋 于 常数 (可 以 是 相同 的 常数 ,也 可 
以 是 不 同 的 常数 )。 众 所 周知 , 当 我 们 求 非 线 性 偏 微分 方程 的 行 波 解 或 波 包 解 
时 ,实际 上 是 将 其 化 为 解 常 微 分 方程 或 常 微 分 方程 组 。 从 前 面 已 经 知道 , 同 宿 轨 
和 和 异 宿 轨 识 是 当 :一 + w= 时 , 趋 于 常数 的 轨道 。 由 此 可 知 , 这 种 同 宿 轨 和 异 宿 轨 
对 应 到 该 非 线性 仿 微 分 方程 的 孤 波 解 。 下 面 以 几 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

例 5.11 考 谍 著 名 的 KdY 方程 


3 0 (5.9) 
其 中 sayax 为 非 线性 项 ,3 wi10x? 为 色散 项 。 下 面 来 求 kdv 方程 的 行 波 解 , 令 
= 一人) (5.10) 


其 中 常数 ce( > 0) 为 波 速 。 从 式 (5.9) 代 入 方程 (5,10) 得 
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将 上 式 两 边 积分 得 


8 3 村 -cu=44 


现在 要 求 当 |x1->0 时 ,wa wu 一 0, 则 有 4 =0, 从 而 


+ -cu = 人 0 


土 式 等 价 于 下 面 的 平面 系统 ， 

dE 1! 

dr 1 :> ee 

de 二 一 28 + A" 
方程 组 (5.10) 有 两 个 奇 点 (0,0) 和 和 (2c,0), 且 当 8>0 时 , 奇 点 (0,0) 是 鞍点 ;而 当 
8<0 时 , 奇 点 (2c, 且 是 鞍点 。 另 一 方面 ， 人 (有 下 列表 次 积分 


(5.11) 


H= fy + 3 
外 当 有 >0 时 ,过 奇 点 (0， 0 的 轴线 是 
号 + 二 由 -全 下 -0 {5.12) 


该 罗 线 是 一 根 同 宿 胃 如 图 5.20 所 示 。 


[| 


图 5.20 同 宿 轨 
由 式 (5,12) 有 


由 此 有 
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两 边 积分 得 


|: i tm 
取 =0, 并 在 上 式 取 正 号 积分 得 


u( ££) = 3csech’ 7 


以 <E=y- 引 代 人 上 式 得 


2 jc 
u(x,t)=3csech /高 (z 一 伍 ) 
这 就 是 KdY 方程 的 一 个 孤 被 解 ,如 图 5.21 所 示 。 


内 


图 5,21 孤 波 图 像 
图 当 8B<0 时 ,过 奇 点 (2c,0) 的 雪线 是 


该 轨 线 是 一 根 周 宿 轨 , 如 图 $.22 所 示 。 


H 


图 $.22 同 宿 轨 
出 式 (5.13) 有 


(5.13) 
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由 此 有 
da_ (i-20) 一 -一 
de /3 ut+e 
两 边 积分 得 


du 1 
| +" 
取 mm =0 并 在 上 式 取 正 号 积分 得 
un(£) = ef1 -4sechP /1 - #8) 
以 EE=x -ct 代 人 上 式 得 
n(x,t) = cfl -dsech C(x ei)] 


这 就 是 KqV 方程 的 一 个 孤 波 解 ,如 图 5.23 所 示 。 


Li 


48 


图 5.23 孤 波 图 像 
如 果 只 要 求 孤 波 解 满足 初始 条 件 , 当 1x*1 一 0 时 ,au ->0 的 话 , 那 么 孤 波 解 
与 积分 常数 4 有 关 , 用 类 似 的 方法 我 们 可 以 求 出 对 应 于 同 宿 轨 的 孤 波 解 。 
下 面 的 重子 将 说 明 怎 样 利用 举 宿 轨 来 求 孤 立波 。 


例 $.12 考虑 Sne-Gerdon 方程 
2 3 +fisinu=0 
其 行 波 解 上 = &(&) = wtx - ct) 满足 下 列 方程 


du 1», 
de + msinn=0 


这 里 号 = -过 2 (ee > ci)。 上 面 的 方程 就 是 单 押运 动 方程, 它 等 价 于 下 面 平面 


方程 组 
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du 
de 
dv 2 ， 
下 = msinu 
该 方程 在 [ - xx] 内 有 三 个 奇 点 :中 心 (0,0) 和 两 个 鞍点 ( -x,0)、(x,0) ,其 在 区 
间 [ - x,] 的 相 图 我 们 已 在 例 5.4 中 给 出 。 
过 两 区 点 的 异 宿 轨 满足 方程 


vy =2m: (1 + cosu) 


即 有 
( 续 =2m {1 +eosz) 
上 式 可 化 为 
du _ i 
| v1] + cosu -+2 


利用 初始 条 件 当 全 > 十 o 时 ,zx 而 当时 上 人 一 部 UC x, 我 们 积分 上 式 有 
= -区 +d4aretane* ™ 
于 是 得 到 两 个 孤 波 解 ; 
四 (x,1) = -x+darctane"t "中 是 扭 结 解 (如 图 5.24)。 


图 5.24 扫 结 
Dn (r,t)= -z+ 4arctane "9 是 反 捏 结 解 ( 如 图 5.25)。 


图 5.25 反 扭 结 
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下 面 来 求解 著名 的 非 线性 薛 定 廖 方程 的 孤 波 解 , 它 是 许多 物理 现象 的 数学 
模型 。 
例 5.13 考虑 非 线性 薛 定 请 方程 


i 9+ aut ul 0 

求 非 线性 薛 定 坦 方程 的 波 包 形 式 的 解 : 

u= (ee  €=%- er 
一 个 直接 的 计算 有 

3 d$ Oi 

=| os 墅 ig] (hs wr) 

9 dt， 加 

(ti) 

2 = ( 晓 + 2ik 拍 - 好 9 | 

| 


这 里 wx 是“ 的 共 堪 泗 数 。 将 上 面 各 式 代 人 莅 定 请 方程 得 
:ti ca) 到 + (etwFP)$+ 0 
为 了 简化 起 见 , 我 们 让 d#19# 前 的 系数 为 等 , 即 令 上 = + ce,/2, 于 是 上 面 方程 化 为 
:+0 (5.14) 


这 里 ma=ew+w 于 -至 2 6 
这 里 有 许多 种 情况 ,我 们 只 讨论 a<0 的 情况 , 即 相 当 于 无 阻尼 时 的 Duffing 


方程 。 
加 如 果 生 gd 取 ” + "号 ,那么 式 (5.14) 可 写 为 


它 等 价 于 下 面 平面 系统 


(5.15) 


上 面 的 平面 系统 有 三 个 奇 点 ; (0,0) 是 砍 点 ,( - Y -a,0) 及 (V -a,0) 是 两 个 中 
心 。 该 平面 系统 的 相 图 与 例 5.3 中 所 考虑 的 系统 的 相 图 完全 相同 。 因 此 ,这 个 
系统 有 两 很 过 鞍点 (0,0) 的 同 宿 轨 。 
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我 们 知道 孤 波 解 必须 满足 初始 条 件 : 当 161 一 + wm 时 ,$(#) 与 到 (全 都 应 赵 
于 常数 。 从 根 图 上 可 以 看 出 , 除 同 宿 轨 外 的 其 他 轨 章 都 是 周期 轨 , 因 此 当 181 一 
+ 上 时 ,LE 与 煞 ($) 都 不 趋 于 任何 极限 , 丽 只 有 同 宿 轨 当 1$1 玉 + m 时 ,名 ( 二 ) 
与 殉 () 都 趋 于 0( 即 进入 奇 点 )。 从 方程 组 (5,15) 可 知 同 宿 轨 应 满足 下 面 的 方 
程 


(里 ) = -p+ lel -#7) 


dé “2 
两 边 开 方 得 
轻 = * .520a1 到 
或 
d# dé 
$Y2lal- 2 
利用 积分 公式 
d 1 区 
j 3 汪 = 一 sech 站 
和 初始 条 件 , 有 
ll 
Iai v2ial EE 
由 此 得 


$x,t) = 二 V21alsechV28= + V2[alsechy a(x — cst) 
上 面 两 式 分 别 对 应 于 平面 相 图 的 两 条 同 宿 轨 道 所 表示 的 孤立 波 。 
加 中 内 de 前 取 ”- "号 ,那么 式 (5.14) 可 写 为 


它 等 价 于 平面 系统 


它 有 三 个 奇 点 :{0,0) 中 心 , (VY -a, 们 和 (YY -a,0) 是 两 个 鞍点 。 该 平面 系 
统 的 相 图 如 图 5.26 所 示 。 
它 有 两 条 蜡 宿 轨 。 对 于 两 条 异 宿 轨 的 上 面 一 条 有 
E>+%m $lEY -a VE 
frm Ba E>0 
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但 


ANZ . 
NSA 


图 5.26 相 图 
其 对 应 的 孤 流 解 为 
B(x,) = VTalh ts a) 
而 对 于 下 面 一 条 有 


Eri+m $Y-a TA 
Er -oo WE -a VE 
其 对 应 的 孤 波 解 为 


gxst)= -vlaith 二 {x ct) 


一 般 认为 ,孤立 波 仅 出 现在 保守 系统 中 ， 上 面 = 个 例 于 中 所 考虑 的 系统 就 是 
保守 系统 。 但 是 , 同 ( 异 ) 宿 轨道 在 耗 散 系统 中 也 广泛 存在 着 ,这 就 可 以 从 三 义 上 
来 讲 耗 散 系 统 中 也 可 以 存在 孤立 波 。 下 面 将 举 出 这 方面 的 一 个 例子 。 

例 5.14 考虑 Burgers( 伯 格 斯 ) 方 程 

Au Au Bla 

31 ax Ep 
这 里 >0。 显 然 , 若 无 非 线性 项 nw3u193x, 上 面 的 方程 是 一 个 扩散 方程 , 它 无 波 
动 解 。 由 于 有 非 线 性 项 ,使 扩散 的 东西 集中 , 才 有 波动 解 。 


Burgers 的 行 波 解 满足 下 面 方程 
d d 二 
-< {5.16) 
它 等 价 于 下 面 的 平面 系统 
EE 
=-s=f(u,7) 


(5.17) 
E20 ce) = gCu,z) 
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一 个 直接 计算 得 
2 ,ep0 
因此 该 系统 是 耗 散 。 
将 式 (5.16) 积 分 一 次 得 
du 4 
- 汉 + 本 -YY 了 = 
4 是 积分 常数 ,于 是 
:= 汽 - 的 -2ot — A) 
从 而 式 (5.17) 可 以 写 为 
da _ 
dz 
dE = oy Ca- c){(u -2cu—- A) 


显然 该 系统 有 奇 点 {a ,0 和 fa,0), 其 中 力 =e + e+4 和 uo =e-Ve + 
是 方程 

wu -2cu—A4=0 
的 两 个 根 , 当 c? + 4 >0 时 是 两 个 实 根 。 在 这 两 个 育 点 的 导 算 子 为 


0 1 
“十 帮 
全 0 


显然 当 c+4>0 时 , 奇 点 (wu,0) 和 (ww,,0) 都 是 鞍点 ,并 且 连 接 这 两 个 鞍点 是 两 
条 异 宿 轨 。 其 中 一 条 蜡 宿 轨 满 是 下 列 初 始 条 件 : 

t+ % 时 rd 

tf -wm 时 Liu 


不 难 求 得 对 应 于 这 条 异 宿 轨 的 孤 波 解 为 
oz 站 = e+ 二 (四 一 加) 2 < 


其 图 像 如 图 5.27 所 示 。 
而 对 于 男 一 条 蜡 宿 胃 应 满 是 下列 初始 条 件 ; 


g++ mH WU uy 


(x et) 


é&=* -wm 时 Hl 


对 应 于 这 条 异 宿 胃 的 孤 波 解 为 


非 线性 动力 学 一 一 分 又 混沌 与 扳 立 子 


图 5.27 对 应 于 异 宿 轨 的 扳 波 


Hl 一 U2 
4 {x — et) 


u(xft)=e (um 一 wz) 也 
其 图 像 如 图 5.28 所 示 。 


图 5.28 对 应 于 蜡 宿 胃 的 孤 波 
事实 上 , 求 孤 波 解 的 最 一 般 的 方法 是 反 散 射 方 法 。 


5.7 蜡 笨 蜀 与 涡 旋 


综 宿 轨 与 流体 力学 中 的 涡 旋 联系 在 一 起 ,本 节 将 以 几 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

( 庙 流 涡 旋 。 众 所 局 知 , 滑 流 和 涡 旋 联系 在 一 起 。 从 形式 上 看 , 涡 旋 的 四 
周 速 度 方向 是 相对 (相反 ) 的 ,这 表明 流体 屋内 有 相当 大 的 速度 切 变 。 大 涡 是 从 
基本 场 (平均 场 ) 中 获得 能 量 ,是 清流 能 量 的 主要 含 能 涡 旋 ,然后 再 通过 粘性 和 色 
散 因 素 捉 级 分 裂 成 小 涡 旋 ,并 将 能 量 传 递 给 小 涡 , 直 到 粘性 耗 散 为 止 。 

下 面 我 们 将 通过 相 图 说 明 蜡 宿 轨 与 涡 旋 的 联系 。 

描述 汕 流 的 无 因 次 形式 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 为 
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dm P 1 
DAA AL (5.18) 


这 里 ， 是 速度 场 ,P 是 压强 ,p 是 流体 密度 ,Re 是 霄 诺 数 ,y= 3 + 六 /+k。 


纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 在 雷诺 数 Re 较 大 时 产生 满洲 。 而 在 Re 较 大 时 ,我 们 可 以 
忽略 式 (5,18) 中 右边 的 第 二 项 ,因而 此 时 其 近似 就 是 网 拉 方 程 


P+(vy)y= -LVP (5.19) 
: p 
上 式 责 以 写成 下 面 的 等 价 形式 

EA (5.20) 


式 (5.20) 中 的 平衡 解 , 即 满 足 条 件 


rxmv eV (£1+5) 


的 解 称 为 欧 拉 流 (Euler flow)。 由 上 式 和 式 (5.20) 可 知 ,对 于 网 拉 流 有 3v/31 = 0， 
因此 速度 场 y = (4,v,w)" 是 定常 的 ,而 此 时 流体 质点 的 运动 方程 可 以 写成 下面 
形式 

于 = u(x,y,2) 

Y= (zy (5.21) 


PE wx,y,7) 


其 中 Cx,y,z) 是 流体 质点 的 位 置 ,而 x(1)、y(1)、z(i) 是 真实 的 质点 的 轨迹 或 流 
场 的 流 线 (因为 是 定常 场 , 轨 线 和 流 线 相 重合 )。 
下 面 我 们 定义 所 谓 螺 度 函 数 h, 它 是 速度 向 量 »y 和 旋 度 向 最 w = mty 的 点 
积 , 即 
h=y'my=r:0 (5.22) 
当 螺 度 取 最 大 值 时 ,从 式 (5.22) 可 知 速 度 和 旋 度 名 平行 ,于 是 yx =0。 这 
样式 (5,20) 可 以 化 为 下 面 的 线性 方程 


9 Pp vw 
各 = ca 
氏 此 上 式 的 平衡 解 满足 于 面 的 条 件 
P 忆 
v(5+ 绚 =0 (5.24) 


我 们 称 这 种 平衡 解 为 贝 切 美 流 (Beltrani fow)。 贝 切 美 流 是 满足 螺 度 最 大 {( 即 + 
101 


非 线性 动力 学 一 一 分 叉 ,混沌 与 孤立 子 


x w=0) 的 式 (5.23) 的 平衡 解 。 贝 切 美 流 是 欧 拉 流 的 一 种 特殊 情况 。 
例 5.15 在 式 (5.21) 中 取 u(x,y,2) = sinxsiny、y{(*,Y 2) = cosxcosy 和 
w(x,Y,2) = -sinxcosy ,那么 有 
= Sinxsiny 
= C08 和 CO08 了 (5.25) 
i= 一 Singcosy 


很 容易 证 


= sinxsinyi + cosxcos% — 2sinxcosyk 
因此 方程 组 (5.25) 是 歌 拉 流 ,但 不 是 员 声 美 流 , 因 为 v 与 w 不 平行 。 
方程 组 (5.25) 是 非 线 性 方程 组 。 事实 上 , 4、y 与 z 无 关 。 由 方程 组 (5.25) 
梧 知 ,关于 x、y 的 方程 是 
| = sinxsiny 


(5.26) 
了 = cos%oosy 


下 面 我 们 来 画 方程 组 (5.26) 的 相 图 。 方程 组 (5.26) 有 两 组 奇 点 :(mr,nr+-) 
和 (mr+ 志 ,nzx)( 这 里 m,n=0,+1,+2,.……), 


二 亲 点 (mrvnx+ 了) 的 导 算 子 为 
{ -1)™"" 0 | 
0 (一 1 
该 导 算 子 有 两 个 不 同 的 实 特征 要 1,; = + 1, 因 此 该 奇 点 基 鞍 点 , 存 相 图 中 
用 黑 点 表示 。 


加 奇 点 (mz+ 了 了， nn) 的 导 算 于 为 


Lo 


该 导 算 子 有 两 个 不 同 的 特征 根 1,,; = +i, 因 此 该 冶 点 是 中 心 ,在 相 图 中 用 空心 
点 表示 。 . 
全 平面 系统 方程 组 (5.26) 有 一 个 首次 积分 
. sinxcosy = 点 
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显然 轴线 过 通 点 (mmynx+ 二 ) 时 必 有 六 = 0。 由 此 可 以 确定 所 有 的 异 宿 轨 如 下 : 


x = kr,k=0,+1,+2,… 或 y= kx+ 字 ,=0， + 1, 土 2，…- 
每 一 直线 上 有 无 数 多 条 异 宿 轨 ,并 且 每 一 异 宿 轨 的 走向 可 以 从 方程 组 (5.26) 容 
易 确定 。 于 是 我 们 画 出 方程 组 (5.26} 的 相 图 如 图 5.29 所 示 。 


图 5.29 方程 组 (5.26) 的 相 图 


从 相 图 上 可 以 看 出 , 涡 旋 是 与 异 宿 图 联系 在 一 起 的 。 
例 5.16 考虑 著名 的 ABC(Amold-Beltami-Childress) 流 ,其 速度 场 可 以 表示 
为 
三 有 ins + Coosy 
y= Bsinx + Acosz (5.27) 
z= Csiny + Beosx 
很 容易 证 
i j k 
可 9 9 
0 = roty = 57 元 
Asinz+ Ceosy Bsinx+ Acosz Csiny + Boosx 
= (Asinz + Ceosy)i+ (Bsinx + Acosz)j + (Csiny + Beosx )K 


因此 方程 组 (5.27) 是 贝 切 美 流 ,因为 ?与 平行 。 
在 方程 组 (5.27) 中 取 有 =0.8=1 和 C= -1 ,那么 方程 组 (5.27) 可 写 为 
芝 于 — CoOaY 


¥ = sin% 
z= — Siny + coax 
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在 上 面 的 非 线 性 方程 组 中 ,x、y 与 z 无 关 , 并 生 关 于 x、y 的 方程 是 
和 = ~ cosy 


y = sin (5.28) 


该 系统 的 奇 点 为 


(m,nx+3) (m,n=0, 土 ] ,二 2,…) 


奇 点 (mn, mr+ 记 ) 的 导 算 子 为 
0 {—1)" 

(-1D)” 0 
该 导 算 子 特征 根 为 hs = +tV(-1)"*。 因 此 当 m+ n 是 俩 数 时 ,该 奇 点 为 鞭 
点 ;而 当 m+ 5 是 奇数 时 ,该 奇 点 为 中 心 。 

方程 组 (5.28) 有 一 个 首次 积分 

cosx — siny 二 上 
显然 轨 线 过 鞍点 ( mr nx + 了 了) 时 必 有 天 = 0, 因为 m、n 同 为 偶数 或 奇数 。 由 此 
可 以 确定 所 有 的 异 宿 胃 如 下 : 

y= + x+2kn+ 2k=0, +1, +2," 


每 一 直线 上 有 无 数 儿 条 异 宿 轨 。 类 人 于 上 例 ,我 们 可 以 画 出 方程 组 (5.28) 的 相 
图 如 图 5.30 所 示 。 


图 5.30 方程 组 (5.28) 的 相 图 


(2) 二 维 涡 旋 。 在 前 面 我 们 已 经 看 到 , 异 宿 圈 的 出 现 导致 祸 旋 产 生 。 现 在 
将 欧 拉 方程 (5.20) 两 边 取 旋 度 得 
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Ed 二 rotly 其 人 ) 
另 一 方面 ,对 二 维 流体 运动 ,不 可 压缩 连续 方程 
divyr =0 
可 以 简化 为 
学 + =0 (5.29) 
引进 流 函 数 更 = 更 (x,y) 使 得 
9 
“ay 
以 上 式 代 人 式 (5.29) 得 
dy 
b= 
因此 流体 质点 运动 可 写 为 
4 
= -3y 
3 下 (5.30) 
了 = 37 
此 时 渴 度 可 表 为 
i 7 
a 9 9 
WwW = mty = Bx 3y 3z 
u 1 0 
at 3 严 ， SY 
-( 天 - 元 | -| Ax? 3 )t= A 
这 里 A = 六 .7+ 六 3 ,这 样 涡 度 方程 就 变 成 标量 方程 
Sy, b=0 《5.31) 
J(a,b)= 3 
式 (5.31) 的 定常 解 满足 下 列 条 忻 
TY,A Vv) 0 
好 
和 (5.32) 


Ax 3 ay dx ~ 
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由 上 式 可 以 看 出 ,如 果 乌 更 = f( 亚 ) ,那么 起 (5.32) 自然 成 立 ,其 中 f( 委 ) 是 亚 
的 任意 函数 。 
如 果 取 扎 更 ) = - 更 ,那么 式 (5.31) 就 变 为 亥 母 量 兹 方程 (Helmhols) 


+P=0 (5.33) 
采用 变量 分 离 法 求 上 面 线 性 方程 ,以 
= Xr) YF(y) 
代入 上 式 得 
— 乞 = 二 + = 嫩 
由 此 有 


P+riE=0 P+(l-R)Y=0 
记 1- 已 = 已, 则 我 们 有 大 = cos 全 = gin 和 显然 coslx .sinks 都 是 上 面 第 一 
个 微分 方程 的 解 ,而 cos 上 .sinly 都 是 上 面 第 二 个 微分 方程 的 解 。 因此 coskxcosiy 
和 sinjixsinty 都 是 式 (5.33) 的 解 。 出 玖 加 原理 可 知 cos hxcosly - sinkwsinly = cos 
(t+ 力 ) 也 是 式 (5.33) 的 解 。 于 是 对 于 任意 正 整数 9, 利 用 准 加 原理 可 知 
= 六 加 oos 人 ke + ly) = Sw eosls * cos 得 |] + rsin( 二] 


(5.34) 
是 式 (5.33) 的 解 。 
在 上 式 中 取 =2, 得 委 = Yicosx, 从 而 有 
w=0 v= ~ Wosing 
它 称 为 一 维 柯 尔 莫 威 洛 夫 流 。 
在 式 (5.34) 中 到 g =4, 有 
= Bol{cosx + cosy) 
此 时 ,速度 场 满足 


a ， 
区 三 一 了 7 = Wosiny 


.ar ， 
?= a7 = osinzx 
它 的 奇 点 是 (mmx, nz) (m,n=0, +1, +2,.)o 类 似 于 (1T) 的 做法 可 知 当 天 + 


是 个 数 时 , 麻 点 ( mx, nn) 是 鞍点 ,而 当 m+n 是 奇数 时 , 奇 点 (mx nr) 是 中 心 。 
间 样 类 似 于 (1 的 做 法 ,我 们 可 以 画 出 上 面 的 平面 系统 的 相 图 (如 图 5.31)。 
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图 5.31 相 和 图 
在 式 (5.34) 中 取 g =6, 则 在 多。= 1 时 的 流 函 数 为 
Ve = cosx + co[ 三 EN to 三 - 蝇 ) 
= CO8X + 2008 ony 
它 对 应 的 速度 场 为 
4 =Y 3c0s > snDy 
3 
7= -sinx -sin ye 3 
上 面 的 平面 系统 的 奇 点 性 质 如 下 : 


DD 不 论 mw 为 何 加 数 , 奇 点 | (2m + Dr, ea 二 岂可 是 灶 点 ; 


加 当 m+ n 是 偶数 时 , 奇 点 (2mr, 人 ] 是 中 心 ,而 当 mm+n 是 奇数 时 , 奇 点 


{2m 车] 是 灶 点 ; 


dr nn 
@@ 不 论 mn 为何 整数 , 奇 点 (4mr+ 棕 ， 党 | 是 鞍点 ; 


@ 不 论 mn 为 何 整 数 , 奇 点 4mr+ 等 ,2 | 是 炉 点 。 
由 此 不 难 知道 系统 有 如 图 5.32 所 示 的 六 角形 异 窗 图 产生 的 训 施 。 
事实 上 ,二 维 涡 施 的 流 疡 是 Hamilon 系统 ,并 且 到 = h 是 首次 积分 。 因 此 


二 维 视 旋 的 流 场 是 可 积 的 。 
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(2 


图 5.32 六 角形 蜡 宿 圈 
(3) 三 维 涡 旋 。 二 维 涡 旋 的 流 场 是 二 维 非 线性 自治 系统 , 虽然 有 各 种 各 样 
的 注 旋 图 像 ,但 它 不 会 出 现 混沌 。 
为 了 研究 三 维 涡 旋 ,我 们 先 介绍 螺 极 分 解 。 对 于 三 维 不 可 压缩 流体 有 
dv = + + 0 (5.35) 
我 们 可 引进 流 函 数 多 = 和 (x,y,z); 速度 势 上 = $8(x,y,z), 使 得 速度 场 
”= (x&,v, 书 ) 的 前 两 个 分 量 满足 


-+ (5.36) 
由 式 {5.35) 和 式 (5.36) 有 


(Gt) -A 


于 是 如 果 引进 对 流速 度 势 x = $d: 或 # = - 到 ,那么 由 上 式 有 


w= -|Agdz = A - [#4z) = hy 
将 上 = -3x13z 代 人 式 (5.36) ,有 


9 
] (5.37) 


将 上 面 方程 写成 向 量 形式 
"| -| + -3 -3 
= mot( - TE) rot( rot xk) 
上 面 的 式 子 称 为 速度 的 螺 极 分 解 。 
在 (1) 中 我 们 已 考虑 了 欧 拉 流 以 及 贝 妇 美 流 所 代表 的 三 维 涡 旋 运动 。 对 于 
贝 切 美 流 我 们 有 ww = Ay ,因此 有 
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可 可 
5 了 于 = ja 
中 a 
于 -3 = 和 (5.38) 
dy 9 
区 下 = 
由 式 (5.37) 有 
9 9 afd a a 
Fw By = 3 本 时 -六 -区 一 9y -于 = 
由 上 式 和 式 {5.38) 的 最 后 一 个 方程 得 
Dy=Ahx 
显然 上 面 的 方程 式 有 特 解 
类 位 地 ,有 


dw dy_ FY 3 
By dr:™ ax9z 9y 


这 里 A 区 + 如 + 襄 。 由 式 (5.37) 的 第 一 式 , 式 (5.38) 的 第 一 式 和 上 式 有 
名 全 9 3 3219 
A 
以 式 (5.39) 代 入 上 式 得 


AX 


AX + 2 -0 
由 此 我 们 得 到 关于 x 的 记 姆 乱 兹 方程 
AyY+A X=0 (5.40) 
类 似 地 可 以 验证 下 列 各 式 
AT+A=0 
A$+A$=0 
Au+t+A'L=0 
Avy+Aly=0 
Aw+Alw=0 
以 及 
Av+A’y=0 
在 直角 坐标 系 中 ,在 亥 姆 霍 兹 方程 (5.40) 中 取 =Y2 时 的 一 个 特 解 为 


1 
= 一 Sinwoeos 
区 万 y 
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从 而 
Vr =V2Y = SinxCosy 

于 是 

= Sinxsiny 

v= C08XC08Y 

如 = -YY2sinxeosy 
这 是 贝 切 美 流 , 流 体质 点 运动 方程 的 相 图 与 例 5.15 中 给 出 的 相 图 相间 。 

如 果 取 
下 =X = drcosz — Beosr -Csiny 


那么 
及 = sinz + Ceosy 
= Bsinx + Acosz 
w= Csiny + Beosx 
流体 质点 运动 方程 为 


t= Asinz + Ceosy 
; = Bsinx + Acosz 


起 = Csiny + Booax 
它 就 是 著名 的 ABC 流 , 在 例 $5.16 中 给 出 了 一 种 有 涡 旋 特殊 情况 ,其 实 这 个 系统 
在 一 些 参 数值 上 可 出 现 混沌 。 
最 后 ,我 们 取 
X= {cons 十 2cos 和 em 宇 ?] sinz 
那么 流体 质点 运动 方程 为 


对 = 3co8 gin yooss 
2 2 
?= 一 as + sih 和 as] COSZ 


z= (osx + 200 主 co 如 yjsine 


在 上 面 方程 组 的 前 两 个 方程 中 作 变 重 符 换 dr = coszdi 得 


d 

Ir = 300 Zsin Sy 

d 一 1 一- .3 
dr ~ ~ sn F008 Fy 
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在 前 面 我 们 已 经 知道 这 个 平面 系统 有 涡 旋 。 


5.8 闭 轨 和 Poincare 映射 及 其 应 用 


在 这 一 节 ,我 们 用 几何 观点 来 描述 闭 轨 的 稳定 性 。 这 里 描述 闭 轨 的 稳定 性 
的 工具 是 Poincare 上 映射。 用 Poincare 映射 描述 闭 胃 的 稳定 性 是 十 分 重 槛 的 ,以 后 
我 们 也 会 看 到 Poincare 映射 与 混 祁 也 有 联系 。 

下 面 我 们 首先 定义 Poineare 映射 。 考 虚 自 治 常 微分 方程 组 

=f(x) xER" (5.41) 
这 里 f: UR" 是 C 的 ,VCR" 是 开 集 。 设 $(1,x) 是 方程 (5.41) 的 流 ,那么 这 
xo 点 周期 为 了 的 区 道 8(1,xo) 满 足下 列 条 件 
Bt + TT, xo0) = p(t, x0) 
设 三 是 过 点 xo 并 且 与 过 x 的 轨 线 上 5, xzo) 横 截 相交 的 n -1 维 曲 看 (如 图 
5.33), 即 有 nm(xo) "f(xo) #0, 这 里 n(x0) = (nitxo),… ,na(xo)) 是 蕊 在 x 点 
的 法 向 量 ,并 且 


fAxo) -天 (oh = D(x) mls) 


n {Xo) 


dl f (wo) 


Pil) 


图 5.33 模 截 示意 图 


由 连续 性 定理 ,可 以 找到 一 个 包含 x。 点 的 开 集 YC 使 得 从 VY 中 出 发 的 轨 线 在 
时 间接 近 于 了 时 返回 全 。 设 r(x) 是 从 xEV 出 发 的 办 线 ${1,x) 第 一 次 返回 三 
的 时 间 , 那 么 第 一 次 返回 2 的 点 的 坐标 为 (r(x) ,x), 如 图 5.34 所 示 。 

我 们 定义 Poincare 映射 如 下 

P:yr2z 
Xp(r(r),r) 
Poincare 映射 与 闭 轨 有 密切 的 联系 。 为 了 拱 述 这 种 联系 ,我 们 先 给 出 两 个 定 
111 


非 线性 动力 学 一 一 分 及 .混沌 与 孤立 子 


Pr (ND 
所 


图 5. 和 4 第 一 次 返回 

义 。 

定义 5.10 设 f:U->R" 是 一 个 映射 (这 里 CR" 是 开 集 ), 我 们 称 满足 
x) =Xx 的 点 为 映射 了 的 不 动 点 。 

定义 $5,11 设 f:U>R" 是 一 个 映射 (这 里 VCR" 是 开 集 ) ,是 f'(x)Ev 
(i=1,2,.…, 上 1, 我们 称 满足 f(x) = x 但-'(x) 过 x 的 点 x 为 映射 了 的 周 
期 为 下 的 点 。 

显然 ,Poincare 映射 的 不 动 点 是 周期 为 1 的 点 。 不 动 点 与 3 只 有 一 个 交点 ， 
而 周期 为 的 点 与 有 上 个 交点 , 即 从 周期 为 上 的 点 + 出 发 的 轨 线 在 与 三 相交 
上 -1 次 后 返回 点 x( 如 图 5.35, 图 $5,36)。 


图 5.35 zx 是 不 动 点 
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图 5.36 是 周期 为 3 的 点 
例 5.17 考虑 二 维系 统 
他 CeER 
y=x+u— yx + y) 
这 里 ax 拭 及 是 参数 。 
在 极 坐 标 系 下 ,上面 的 方程 组 可 化 为 
上 【5.42) 
这 是 一 个 变量 已 分 离 的 方程 组 ,容易 计算 ,在 上 =0 时 ,过 点 (7(《0) 900) = 
(Yo, 如 ) 的 解 为 
(762),000)=([ 二 +( 计 -二 je*] 
由 此 可 知 该 系统 的 流 为 


,+ 


¢.RxXR’: x S—R'xS! 
t=$(t,(r, 0)) 


#47,0)) = { 二 + 二 -je .s+8] 
这 个 流 有 一 根 针 期 轨 
$i 0)) = Vn,t+0) 
即 二 = 是 周期 轨 , 其 周期 为 了 =2x。 
为 了 定义 系统 的 Poincare 映射 ,我们 选取 横 截面 如 图 5.37 所 示 的 王 , 即 

S={(r,0ER’ x S10=0,| 

这 里 所 是 一 个 确定 的 常数 。 显 然 3 是 圆柱 面 上 一 条 直线 ,其 上 每 一 点 的 法 矢 
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量 为 n= (0,1)。 


图 5.37 到 卫 是 直线 9 = 
由 于 方程 组 (5.42) 在 任 一 点 的 切 向 量 为 (ur - Pr ,1) ,那么 显然 有 
(ur,1) (0,1)=10 
这 就 证 明了 过 上 任 一 点 的 轨 线 都 与 其 横 截 相交 。 
由 于 8= ;+ 如 ,因而 w =1, 这 就 说 明 从 三 上 任 一 点 出 发 的 轴线 第 一 次 返回 
的 所 天 时 间 是 2x( 如 图 5,38)。 


$27,(7, 8)) 


图 5.38 第 一 次 返回 
于 是 我 们 可 以 定义 Poincare 映射 如 下 ， 
P:'Z—*5 
(ri 如) $2r, (7, O00)) 
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plr,8.) = $C2n,(7,0.)) = [二 + (二 -上 )e“] ,9+27 


由 于 在 3 上 ,6= 抽 +2r(mod2r), 于 是 上 面 的 Poincare 映射 可 改写 为 
PO)= [+(e 
容易 计算 P(r) =r 有 唯一 解 r = ae 

闭 轨 与 Poincare 映射 的 周期 点 密切 相关 ,现在 的 问题 是 :是否 可 以 利用 
Poineare 映射 判断 闭 胃 的 稳定 性 ?下 面 我 们 就 来 回答 这 一 问题 。 

定义 5.12 设 z 点 是 Poineare 觅 射 的 一 个 不 动 点 。 如 果 对 任意 @ >0, 存 在 
>0, 使 当 Ix -xol < 时 ,有 

IP(x)}-xol<H 
那么 我 们 称 ze 点 是 稳定 的 不 动 点 。 
我 们 将 P(x) 在 2 点 附近 作 泰 勒 展开 得 
P(x}= P(xo) + DP(xo) (x xo) + O(lx- rol ) 
=x0+ DP xo) (x xo) + O(lx- xol’) 
因此 有 
Plx) -xo= DP(xo) (x xo) + O(Ix— xol:) 

由 上 式 可 知 ,Poincare 映射 在 x。 点 的 稳定 性 由 导 算 于 DP(x。) 决 定 。 

定理 5.1 设 x。 是 Poineare 映射 PP 的 不 动 点 ,并 且 P 在 xo 的 导 算 子 
DP(xo) 的 所 有 特征 值 的 模 小 于 1, 那 么 zx 点 是 稳定 的 不 动 点 。 

定理 5.2 设 x 是 Poincare 映射 P 的 不 动 点 ,并 且 DP(xo) 至 少 有 一 个 特 
征 值 的 模 大 于 1 ,那么 mm 是 不 稳定 的 不 动 点 。 

我 们 不 在 这 里 给 出 这 两 个 定理 的 证 明 。 

下 面 的 问题 是 ;怎么 定义 Poincare 映射 周期 为 上 的 点 的 稳定 性 呢 ? 我 们 知 
道 , 若 x。 是 Poincare 映射 了 的 周期 为 & 的 点 ,那么 mm 是 严 的 不 动 点 。 于 是 可 
以 按 下 面 方式 定义 周期 为 的 点 的 稳定 性 。 

定义 5.13 设 z 是 Poincare 贞 射 的 周期 为 的 点 ,如 果 x 是 玉 的 稳定 
不 动 点 ,那么 称 z 是 P 的 稳定 的 周期 为 的 周期 点 。 

现在 我 们 要 亲 : 是 否 可 以 用 Poincare 映射 的 不 动 点 或 周期 点 的 稳定 性 来 判 
断 他 们 对 应 的 周期 加 的 稳定 性 呢 ? 下 面 的 定理 就 回答 了 这 个 问题 。 

定理 5.3 设 由 是 Poincare 映射 了 的 稳定 不 动 点 或 稳定 周期 点 ,那么 过 如 
的 周期 轨 也 是 稳定 的 ,并 且 是 浙 近 稳定 的 。 
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例 5.17 中 的 Poincare 映射 在 ro = 处 的 导 算 子 为 
DP(ro) = (e ™) 

其 特征 值 为 1 =e 光 , 且 当 z>0 时 ， 的 模 1A1 =e < 因此 m=wva 是 渐 近 
稳定 闭 轨 。 

从 上 面 的 内 容 可 以 看 出 , Poineare 映射 对 闭 轨 邦 在 性 和 稳定 性 的 研究 起 着 重 
要 作用 。 现 在 需要 回答 下 列 问题 :怎么 选择 横 截 面 3? 对 于 这 个 问题 ,我 们 只 能 
部 分 地 回答 。 

下 面 我 们 对 一 类 非 自 治 系统 介绍 Poincare 映射 构造 方法 。 考 虑 非 自治 系统 

T= 了 x,t) YER" (5.43} 

这 里 f: UR" 是 C 的 ,VC R" x RR 是 开 集 。 我 们 假定 了 关于 时 间 t 是 局 期 为 


7 = 冬 的 函数 , 即 


fxr)= x,t+ TT) 
为 了 方便 起 见 , 将 系统 (5.43)] 提 升 为 n + 维系 统 。 为 此 ,我 们 定义 映射 
日 :了 一 全 
10(1) = tmod2r) 
因此 系统 (5.43) 等 价 于 下 列 n+ 1 维系 统 
人 (x,0)ER' x 8 (5.44) 
设 (x(#) 8 区 ) 是 在 :=0 时 系统 (5,44) 过 点 (xz,8) 的 解 , 则 由 系统 [5.44) 生 成 
的 流 为 
PCE.0) = (x ,00)) = (x(t) ,wt + 0(mod(2x)) 
定义 
E% =1(x,0ER" x S10= 页 | 
显然 2e 在 任 一 点 的 法 线 方 向 为 n = (0,1) ,因此 
(f(x,0),1)(0,1)=1#0 
从 方程 组 (5.44) 可 知 ,6 上 任 一 点 出 发 的 转 线 第 一 次 返回 29 所 项 的 时 间 为 


r(x, b) = 所 


于 是 可 以 定义 Poincare 映射 为 
P: 3% 3% 


(x,00) $C r(x), x,00) = $x,0,)) 


而 由 笃 ,(z,b)] = (xz[ 至 ) ,7+ 60。) ,从 面 有 
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pu- 人 (到 
显然 在 柱 面 上 ,和 与 + 负 是 同一 个 点 ,于 是 我 们 可 以 把 Poincare 映射 P 改 瑟 


为 
中 


P(x(0)) =x| 


因为 x(0) = xo。 
例 5.18 考虑 二 维系 统 


容易 计算 得 
gt, (x, 0)) =([ 二 - :| sa 
p00 re(- 划 
下 面 我 们 将 给 出 一 个 关于 Poincare 映射 应 用 的 例子 。 
例 $.19 考虑 强迫 线性 振动 系统 
多 28% 十 区 = roosat osp<l (5.45) 


它 等 价 于 平面 系统 


bb 
y= -x-28y+ roswt 
将 上 面 系统 提升 为 三 维系 统 


区 二 
| 一 天 一 8 二 rooswd {5.46) 
8=1 

系统 (5.45) 是 一 个 线性 方程 ,我 们 用 常数 变易 法 容易 求 得 它 的 通 解 为 


ri1) =e P(e cosmt + csinmt) + Acoswt + Bsincwt 


这 里 面 =Y1- 记 ,A 和 8 是 特 解 系数 ; 
_ (1 -or _ 2peor _ 
A Pra fo) dp 


而 积分 常数 cy 和 cs 由 初始 条 件 决 定 。 
设 x(0) = xo,7(0) = 和 ;那么 有 
| + 及 = 各 
-Be tic + ap= Yo 
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由 此 有 
el = Yo 一 忆 
记 =[yo + B(xo ~ A)- wh li/wd 
因此 ,系统 (5,46) 的 流 为 
$i, Cro yo O07) = Cali), yO t+ Oo) = x(t) ,z(t), 1+) 
这 里 
Y(t) = £401) =e F[ ~ Pecosit + csin®t) + m( ~ csindt + ,cot)] - 
w {Asinet — Beosct ) 
由 此 可 知 Poincare 映射 为 
Plxo, Yo0) = ((%o ~ A)e TH (yo — whB)e He Ta) 
由 P(xwo, Yo) = (soyyo) 得 到 Poincare 映射 的 不 动 点 为 
xo 三 和 4 = wpB 
容易 计算 Poincare 映射 在 不 动 点 的 导 算 子 为 


32p， 3p 

已 天 dy Pi 丫 
DP(4,oB)=| ” -| 

9py 9po 0 ee 

dx dyo 


当 哆 >0 时 ,该 矩阵 的 两 个 特征 值 的 模 都 小 于 1, 因此 Poineare 映射 的 不 动 点 是 
稳定 的 ,由 此 可 知 其 对 应 的 闭 轨 是 渐 近 稳定 的 (如 图 5.39) 。 

从 这 个 例子 可 以 看 出 ,由 Poincare 映射 可 以 容易 地 确定 闭 胃 的 存在 性 以 及 
稳定 性 。 


图 5.39 ”Poincare 映射 的 稳定 不 动 点 
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第 五 章 ” 间 宿 轨 、 牌 宿 娄 、Foincare 映射 及 其 应 用 


思考 题 
1. 画 出 系统 
2*= ay- bry 
| b ， {a,6,¢c >0) 
了 = c++ 可 了 
的 平面 相 图 。 
2. 而 出 系统 
= -Ay+xy 
(de — y) 
当 ) >0 时 的 平面 相 图 。 


3. 求 KdV 方程 满足 边 值 条 件 lim u(z,1) 是 常数 的 弧 立 波 解 a(x,:) = 


B(xX— ct)o 


4. 求 方程 9 邯 = 2 a+ 如 +) 注 足 边 值 条 件 lm_ u(x,:) 是 常数 的 于 


立波 解 u(x,1) = g(x vot)。 


5. 在 ABC 流 中 找 出 具有 滴 旋 现象 的 几 组 不 同 参 数值 ,并 画 出 此 时 的 平面 相 


图 。 


6. 考虑 你 正在 从 事 研 究 方 向 的 一 个 实际 非 线 性 动力 学 模型 ,用 本 章 的 知识 


研究 其 动力 学 行为 。 
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在 前 面 我 们 已 经 了 解 了 许多 基本 概念 ,如 奇 点 、 闭 轨 、 奇 点 稳定 性 和 闭 轨 稳 
定性 ,还 有 同 宿 轨 与 异 宿 轨 等 。 下 面 我 们 将 会 看 到 动力 系统 的 分 叉 与 这 些 基 本 
概念 密切 相关 。 在 数学 上 ,分 叉 是 用 向 量 场 的 结构 稳定 性 来 定义 的 。 而 向 量 场 
的 结构 稳定 性 大 用 拓扑 知识 来 定义 的 ,我 们 不 在 这 里 给 出 ,读者 可 以 在 有 关 微分 
动力 系统 的 书 中 找到 这 方面 的 知识 。 分 灵 与 结构 不 稳定 性 相 联系 。 在 数学 上 已 
证 明 : 如 果 一 个 常 微 分 方程 组 或 向 量 场 存在 非 双 曲 奇 点 ,那么 它 是 结构 不 稳定 
的 。 


6.1 分 叉 的 基本 概念 


在 这 里 ,我们 不 用 结构 稳定 性 来 定义 常 微分 方程 组 或 向 量 场 的 分 叉 , 采 用 直 
观 而 在 数学 上 来 讲 不 那么 严格 的 分 叉 定 义 。 

定义 6.1 在 含 参数 的 系统 中 ,如 果 参 数值 连续 变化 到 某 -- 值 时 系统 的 定 
性 行为 或 定量 行为 发 生 了 质 的 变化 时 ,我们 就 称 该 系统 发 生 了 分 有 , 发 生 这 种 变 
化 的 任 一 组 参数 值 称 为 分 及 点 。 

下 面 我 们 给 出 一 个 从 数学 圭 更 好 梯 作 的 分 及 定义 。 

定义 56,1 考虑 含 参 数 的 常 微分 片 程 组 

| X=f(xu) xER',NESCR' (6.1) 
其 中 7 是 开 集 ,x 是 状态 变量 ,& 称 为 分 灵 参 数 ( 也 称 为 “控制 变量 ”)。 当 参数 4 
连续 地 变动 日 通过 zwE J 时 ,如 果 系 统 (6.1) 的 定性 行为 或 定量 行为 发 生 了 突然 
变化 , 则 称 该 系统 在 ze 处 发 生 了 分 丸 ,w。 称 为 分 叉 值 。 全 体 分 叉 值 组 成 的 集合 
称 为 该 系统 在 参数 空间 中 的 分 叉 集 。 

为 了 清楚 地 描述 由 分 丸 引 起 的 定量 或 定性 行为 的 变化 ,我 们 可 以 在 (x ,x) 
空间 中 夯 出 该 系统 的 定性 或 定量 行为 随 着 参数 & 的 变化 而 变化 的 图 形 ,这 种 图 
称 为 分 叉 图 。 

下 面 我 们 介绍 一 些 经 典 的 分 及 例子 。 

1,， 奇 点 分 四 

对 于 含 参数 的 微分 方程 组 (6.1) ,其 奇 点 是 由 代数 方程 组 

za)=D 
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决定 的 ,其 解 Xo = xo( 与 参数 下 有 关 , 因 而 其 导 算 子 到 [xufz)] 也 与 下 有 关 ， 
于 是 其 特征 值 也 与 x 有 关 。 由 第 三 章 的 中 心 流 形 理论 ,我 们 有 下 列 二 种 情况 : 

(1) 菩 导 算 子 Df[L xo(w)] 的 所 有 特征 值 的 实 部 都 小 于 和 零 , 则 该 奇 点 是 稳定 
的 “ 汇 ”; 

(2) 车 导 算 子 Df[ xo(a)] 的 所 有 特征 值 的 实 部 都 不 等 于 零 , 并 且 其 中 至 人 少 
有 一 个 特征 值 的 实 部 大 于 零 , 则 该 奇 点 是 不 稳定 的 双 砷 奇 点 ; 

(3) 若 导 算 子 DfL xo( ww)] 的 所 有 特征 值 中 至 少 有 一 个 特征 值 的 实 部 等 于 
零 , 则 该 奇 点 是 非 双 曲 奇 点 。 由 中 心 流 形 定 理 ,此 时 在 该 奇 点 附近 的 几何 结构 最 
有 可 能 发 生变 化 ,因而 奇 点 分 叉 只 能 在 这 种 情况 发 生 。 

由 上 而 可 知 ,对 于 一 个 包含 参数 & 的 常 微分 方程 组 来 说 , 当 控制 参数 中 发 
生变 化 时 常常 就 可 能 引起 系统 移 导 算 子 的 特征 值 随 之 发 生变 化 。 特 别 是 当 出 现 
有 特征 值 实 部 为 零 的 情况 ,这 就 引起 了 结构 稳定 性 的 改变 ,从 而 将 出 现 分 叉 。 

者 从 导 算 子 的 特征 值 的 角度 看 ,参数 & 变化 时 ,可 能 出 现 Re =0 的 情况 有 
三 种 : 

中 特征 值 沿 复 平面 (ReX , Ima ) 的 实 轴 穿 过 虚 轴 , 这 种 情形 称 为 叉 型 分 叉 
(如 图 6.1); 


Im 1 


Rex 


图 6.] 入 型 分 及 


久 特征 值 沿 复 平面 (Rel , Im ) 的 上 方 或 下 方 穿 过 虚 轴 ,这 种 情形 称 为 Hopf 
分 叉 ( 如 图 6.2); 


了 Re 


图 在 2 Hopf 分 丸 


]2] 
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电 特征 值 沿 复 平 面 (ReX ,ImA ) 的 实 轴 消 边 趋 向 于 虚 轴 ,这 种 情况 称 为 通 结 
分 及 (如 图 6.3)。 


Imad 


Re 


图 6.3 台 结 分 义 
例 6.1 考虑 一 维系 统 
天 = =x(u- =fr, uu) 

显然 该 系统 的 奇 点 情况 如 下 

OD 当 z<0 时 ,该 系统 只 有 了 瞧 一 的 奇 点 xo =0, 其 导 算 子 BY(0) = (w) 的 特征 
值 是 4 = we。 因此 ,该 奇 点 是 稳定 的 。 

名 当 z>0 时 ,该 系统 有 三 个 奇 点 :xzo =0,xi = -vu 和 zx, =Y 4。 显然 xo = 
0 是 不 稳定 奇 点 ;x = -va 和 w =vw 的 导 算 子 是 (z+Yu) = -2u, 由 此 可 知 
这 两 个 奇 点 是 稳定 的 。 于 是 该 系统 的 分 叉 图 如 图 6.4 所 示 ( 图 中 实 线 代表 稳定 ， 
虚线 代表 不 稳定 )。 


图 6.4 有 型 分 灵 


& =0 是 一 个 分 及 点 。 
例 6.2 考虑 平面 系统 
全 -y+x[u— (x +y)] 
y=x+y[u- (rx +Y)] 
该 系统 只 有 一 个 奇 点 (0,0) ,其 导 算 子 为 
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导 算 子 的 两 个 特征 根 为 4 = w+i、4; = -i。 显然 , 当 参数 wu 由 负 变 到 正 时 ,4 
没 实 轴 上 方 或 下 方 穿 过 虚 轴 , 奇 点 (0,0) 由 稳定 的 焦点 (za < 0) 变 为 不 稳定 的 焦 
点 人 > 全 ,这 个 系统 在 = 和 处 发 生 了 Hopf 分 及 。 

事实 上 ,这 个 系统 不 只 发 生 阿 点 分 叉 ,而且 也 产生 闭 吉 分 叉 。 

令 x = reosg、 了 = rsing, 则 原 方程 组 可 写 为 

| =r(u-r)= flr,u) 
#=1 

上 面 的 第 二 个 方程 表示 轨 线 以 角速度 w = 1 旋转 。 而 对 于 第 一 个 方程 ,我 们 有 

加 当 荆 <0 时 ,只 有 了 瞧 一 奇 点 r=, 并且 是 稳定 的 焦点 ; 

四 当 z>0 时 ,该 方程 有 一 个 奇 点 mn =0 和 一 条 闭 轨 = = ,并 且 nm =0 是 
不 稳定 焦点 ,而 r; = vv 是 稳定 的 极限 环 。 

该 系统 的 分 叉 图 如 图 6.5 所 示 。 


图 6.5 Hott 分 叉 


例 6.3 考虑 平面 系统 
人 
和 三 一 区 
显然 , 当 ww>0 时 ,该 系统 无 奇 点 ;而 当 nw <0 时 ,系统 有 两 个 奇 点 (*。,y,) = 
(+tY 一,0) ,它们 相应 的 导 算 子 分 别 为 
[2 9] 
0 1 
它们 的 导 算 子 的 特征 值 分 别 为 4。 = +2Y-ah = -1l 出 此 可 知 ， 
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{Y -20) 是 鞍点 ,而 ( -vw ,0) 是 稳定 的 结 点 {如 图 6.6)。 


x 


图 6.6 鞍 结 分 及 


事实 上 ,这 个 系统 的 平面 相 图 更 能 反映 整个 分 又 过 程 如 图 6.7, 图 6.8, 图 
6.9 所 示 。 


图 57 >0 时 的 相 图 


图 6.8 w= 人 0 时 的 相 图 


了 了 


< 个， ， 
MA 


图 6.9 4 < 人 0 时 的 相 图 


除了 前 面 提 到 的 叉 型 分 又 , Hopf 分 叉 和 鞍 结 分 六 三 种 基本 的 奇 点 分 叉 外 ， 
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还 有 另外 三 种 基本 的 奇 点 分 及 情况 : 超 临 异 分 叉 、 亚 临界 分 又 和 跨 临 界 分 又 。 

现在 我 们 考虑 单 参数 系统 : 设 uER 是 系统 的 分 义 参数 ,u, 是 系统 的 一 个 
分 入 点 。 若 当 wu < tw 时 , 奇 点 的 一 个 分 支 是 稳定 的 , 且 当 w= ww 时 奇 点 变 成 不 
稳定 的 ,而 当 zx > uo 时 奇 点 又 是 稳定 的 ,此 时 称 该 系统 在 uw = uo 处 发 生 了 超 临 
界 分 入; 若 & > 四 时 , 奇 点 是 不 稳定 的 , 则 称 该 系统 在 u = uo 处 发 生 了 亚 临 界 分 
广 。 

例 6.4 考虑 如 于 系统 

污 二 x 十 i 

显然 有 下 列 结论 : 

四 当 w>0 时 ,系统 上 只 有 一 个 不 稳定 译 点 xo = 0 

四 当 w<0 时 ,系统 有 三 个 奇 点 ; xo = 0 是 稳定 奇 点 ,x1s = + -nu 是 不 稳 
害 奇 点 。 

该 系统 的 分 又 图 如 图 6.10 所 示 。 


X= 
mw 


图 65.10 亚 临 界 分 及 
这 是 叉 形 分 义 , 而 且 是 亚 临 界 分 叉 。 
例 6.5 考虑 一 维系 统 
区 二 x( 蕊 一 x) 

显然 ,内 要 wu 关 0, 系统 就 有 两 个 奇 点 x。=0 和 x1 = ae 

OD 当 w<0 时 , 奇 点 zo =0 是 稳定 的 ,而 奇 点 % = 是 不 稳定 的 ; 

加 当 w>0 时 , 达 点 xo =0 是 不 稳定 的 ,而 奇 点 x! = 4 是 稳定 的 。 
该 系统 的 分 叉 图 如 图 6.11 所 示 。 

从 这 个 分 及 图 上 可 以 看 出 ;这 是 亚 临 界 分 又 ,并且 通过 分 义 点 时 稳定 发 生 了 
交换 ,而 形态 没有 变化 ,这 种 分 又 称 为 跨 临 界 分 尺 。 
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图 56.11 入 临 界 分 玉 
例 6.6 考虑 一 维 二 次 系统 
= sinxfacost - 1) -NT/2<x<n? 


如 果 令 % = y, 则 上 面 的 方程 等 价 于 下 列 方程 组 


(3 

y=sinx(acosx — 1) 

对 于 上 面 的 方程 组 ,有 
中 当 a>1 时 ,该 系统 有 两 个 奇 点 (0,0)、(areeoslfa ,0); 
名 当 a <1 时 ,系统 只 有 一 个 奇 点 (0,0)。 
显然 , 奇 点 (0,0) 的 导 算 子 为 


0 1 
(, 一 上 ] 
于 是 , 当 w <1 时 , 奇 点 (0,0) 是 稳定 的 焦点 , 面 当 a > 1 时, 奇 点 (0,0) 是 鞍点 。 而 
对 于 痛 点 {arccoslia ,0)(a > 1) ,其 导 算 子 为 


| . ) 
工 _a 0 
a 


由 此 可 以 判断 该 奇 点 是 稳定 的 焦点 。 于 是 我 们 可 以 画 出 该 系统 的 分 义 图 {如 图 
6.12)。 


图 6. 志 及 型 分 刀 
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2. 闭 轨 分 及 

所 请 闭 轨 分 又 是 指 当 分 叉 参 数 变化 到 某 一 参数 值 时 ,系统 的 闭 轨 的 个 数 发 
生 了 变化 。 事 实 上 , 例 (6.2) 就 是 闭 轨 分 叉 的 一 个 例子 。 从 这 个 例子 可 以 看 出 : 
当 参 数 4 从 小 于 零 连续 变化 并 经 过 4 =0 后 ,系统 从 没有 闭 轨 到 有 一 个 闭 轨 。 

例 6.7 考虑 二 维系 统 

全 y+x[ut+ (ew + y)] 
y=x+yLut( + 从) 

显然 ,该 系统 有 唯一 奇 点 (0,0)。 当 二 <0 时 , 奇 点 (0,0) 是 稳定 焦点 ,而 当 
z> 0 时 , 奇 点 (0,0 是 不 稳定 焦点 。 另 外 , 当 wu <0 时 ,该 系统 有 一 个 不 稳定 的 极 
限 环 x* + y= -wo 该 系统 的 分 义 图 如 图 6.13 所 示 。 


i 

未 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


[0 


-TT™~™~ 


~ 


图 6.13 亚 临 界 Hopf 分 灵 
从 这 个 分 叉 图 上 可 以 看 出 : 当 a<0 时 ,系统 有 一 个 稳定 奇 点 和 一 个 不 稳定 
极限 环 ,而 通过 分 文 点 =0 后 , 奇 点 变 为 不 稳定 了 ,而 极 轩 环 消失 了 。 我 们 称 
这 种 分 叉 为 亚 临 界 Hopf 分 为 。 
例 6.8 考虑 单 自 由 度 振动 系统 
4-M+i +x=0 xER,uER 


它 等 价 于 平面 系统 
全 3 (x,7) ER 
Y= + 一 人 

上 面 的 平面 系统 只 有 唯一 的 奇 点 (0,0), 且 有 

DD 当 w<0 时 , 奇 点 (0,0) 是 稳定 的 (焦点 ,、 结 点 或 退化 结 点 ) ,而 当 >0 时 ， 
奇 点 (0,0) 是 不 稳定 的 (焦点 、 结 点 或 退化 结 点 )。 

@ 作 函 数 了 = 二 ( 委 + 六 ) ,那么 有 
下 =y (uy) 
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因此 , 当 w<0 和 yz#0 时 , 必 有 dVidt <0。 由 此 可 知 当 1 + ww 时 所 有 的 轨道 都 
趋 于 原点 。 
G3) 当 w>0 时 ,用 Lienard 作 图 法 容易 证 明 该 系统 存在 一 个 稳定 的 极限 环 。 
综 上 所 述 ,该 系统 在 w=0 姓 发 生 了 闭 罗 分 叉 。 
例 6.9 考虑 著名 的 Van der Pol 方程 
+tutrx -I+xr=0 ER,uER 
它 等 价 于 平面 系统 


f =y-z[( 和 -可 
F=—x 
该 平面 系统 只 有 唯一 奇 点 (0,0)。 容 易 证 明 当 w < 0 时 ,该 奇 点 是 稳定 的 焦点 ; 当 
=0 时 ,该 奇 点 是 中 心 ; 而 当 wu >0 时 ,该 奇 点 是 不 稳定 的 焦点 ,并 且 用 Lienard 
方法 容易 证 明 该 系统 存在 一 个 稳定 的 极限 环 。 因 此 该 系统 在 u =0 处 发 生 了 闭 
轨 分 及 。 
3. 斤 宿 分 叉 与 异 宿 分 叉 
所 谓 间 宿 分 义 或 异 宿 分 叉 是 指 当 分 入 参数 变化 到 某 一 值 时 ,系统 出 现 了 间 
宿 轨 或 异 宿 轨 、 或 原 有 的 同 宿 轨 或 异 宿 轨 消 失 了 。 同 宿 分 又 或 异 宿 分 叉 是 通 向 
混沌 的 一 条 途径 。 间 宿 轨 或 异 宿 团 的 破裂 可 导致 混沌 。 同 宿 分 叉 或 异 宿 分 叉 的 
例子 很 多 ,下 面 举 出 这 方面 的 一 个 例子 。 
例 6.10 考虑 Duffing 振子 


7 
= 光一 x 一 dy 
不 论 8 为何 值 ,系统 总 有 三 个 奇 点 (0,0).(1,0) 及 ({ -1,0)。 当 565z0 时 ,总 有 
EEACEE -87)= -8#0 
因此 当 50 时 ,系统 没有 闭 轨 及 间 宿 轨 。 另 一 方面 ,由 例 5.1 可知, 当 8=0 时 ， 
系统 有 两 条 同 宿 轨 和 无 穷 多 条 闭 轨 ;由 例 5.10 可 知 , 当 0<6<2y2 时 ,系统 有 两 
条 异 宿 轨 。 因 此 ,这 个 系统 在 5 =0 处 发 生 了 多 种 分 叉 ; 奇 点 分 叉 , 闭 轨 分 叉 、 同 
宿 分 久 和 蜡 宿 分 义 。 
常 微分 方程 组 (或 向 量 场 ) 的 分 环 也 汀 以 分 为 两 大 类 ;静态 分 又 和 动态 分 到。 
静态 分 玉 是 指 奇 点 的 数目 和 奇 点 的 稳定 性 发 生变 化 的 分 及 ,如 例 5.1, 例 
6.2 和 例 6.3。 而 动态 分 义 是 指 静 态 分 灸 以 外 的 分 叉 ,如 Hopf 分 义 、 闭 办 分 丸 及 
同 宿 轨 和 异 宿 轨 分 丸 。 
事实 上 ,静态 分 叉 和 动态 分 叉 可 以 在 同一 系统 中 间 时 发 生 。 前 面 给 出 的 许 
128 


多 例子 都 表明 了 这 一 点 。 
6.2 余 维 1 分 又 


考虑 单 参数 系统 
=f(x, wu) ER',uER (6.2) 
设 xo 是 方程 (6.2) 的 一 个 奇 点 ,那么 (za) =0, 并 由 此 可 解 出 xo = xo(w)。 
由 此 可 知 ,在 奇 点 xo 的 导 算 子 的 特征 值 与 参数 uw 有关。 下面 我 们 假定 在 奇 点 
xo 的 导 算 子 , 即 


2) … 强 ( 
Df(xosu)= 一 
站 (ww) 机 六 Go 


一 个 实 部 为 零 的 特征 值 ,而 其 余 的 n -1 个 特征 秆 的 实 部 都 不 为 零 。 由 中 

心 流 形 定 理 , 该 系统 的 中 心 流 形 是 一 维 的 ,并 且 在 奇 点 xo 附近 的 几何 结 攀 除 在 

中 心 流 形 部 分 外 ,其 他 部 分 的 几何 结构 都 已 十 分 清楚 。 因 此 ,下 面具 须 考虑 一 维 
系统 

=x,u) ER,xER (6.3) 

假设 坟 xo,4) =0, 并 由 此 和 解 出 了 xo = za), 即 对 于 参数 4,xo = xo(4) 是 方程 


(6.3) 的 奇 点 。 奇 点 m = xol uw) 的 导 算 子 为 D(xo,4) = ( 关 (wo,w)] ,因而 其 
特征 值 为 4 = 苑 (mo,x)。 这 样 由 上 一 节 的 知识 可 知 , 方 程 (6.3) 要 在 x。 点 发 生 
分 玉 的 参数 值 必须 是 满足 代数 方程 半 (xo( uw) ,u) = 0 的 参数 值 。 不 失 一 般 性 ， 
候 设 方程 (6.3) 在 (xo, wo) = (0,0) 处 发 生 了 分 丈 ,那么 此 时 在 (0,0) 点 对 Psyz) 
进行 泰勒 展开 得 (因为 /0,0) =0 和 34(0.0) = 0) 
fx) = (0,0)u + 0， OS + E00 + 
2600, 9) 号 + 00, 0) 
于 是 在 (0,0) 处 附近 ,方程 (6.3) 可 写 为 
= (0,0)u + Sh00, 0) 乞 :20, 0) ur + 


条 + 
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4(0,0) 生 + (0,0) (6.4) 
下 面 分 几 种 情况 来 考虑 方程 (6.4)。 
(D 当 用 (0,0) #0 时 ,用 中 心 流 形 理论 来 简化 方程 (6.4)。 方 程 (6.4) 的 扩 


展 形 式 可 写 为 


所 + 


-2f Ef0 0 4 .oF 
芝 = Fr (0:0) 4 十 gx (0,0) 2 十 Fd (O00) ue + 


(0,0) + OL (x + we)3] (6.5) 
2 =0 
根据 PB 规范 型 理论 , 作 近似 于 恒 等 变换 的 变换 
x=y+ay + b+ or 
代 人 上 式 到 方程 组 (6.5) 中 的 第 一 方程 并 利用 立 =0 得 


(1+2ay + bu)y -区 (0.0)， 十 (0,0) 节 + 0,0) uy + 


Fh(0,0) w+ OL (y+ we] 

注意 到 在 (y,z) = (0,0) 附 近 有 

Ti =1-2ar—-bu+ 站 (人 十 了) 
因此 由 上 面 的 式 子 有 


; 7 = 区 (0.0) u -3(0,0)u(20y + bu) + 600, OE 


7 FE 0O) wy + 


Zo, OE + O[ (FY +] 


两 此 只 要 取 a = 32 半 (0,0)/( 2 如 (0,0)) 和 b=34(0,0)/2 只 (0,0), 那 么 有 


7= (0,0)u + 24(0,0) 当 + Of (y+ ww)3] 


由 此 可 知 ,只 要 半 (0， 0) 0, 经 过 适当 的 坐标 变换 后 方程 (6.5) 的 二 阶 PB 规范 
型 为 

区 二 下 十 好 (6.6) 

显然 , 当 ww>0 时 ,方程 (6.6) 不 存在 奇 点 ,而 当 w <0 时 ,方程 (6.6) 有 一 个 不 


稳定 奇 点 x = Y -和 一 个 稳定 奇 点 4 = - V - w。 方程 (6, 乓 的 分 叉 图 如 图 6.14 
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所 示 。 


图 5,14 鞍 结 分 丸 
然而 , 当 4(0,0) =0 时 ,系统 只 有 在 w= 0 时 有 唯一 的 奇 点 4 =0。 


(2) 着 2L(0,0) =0， 而 S40, 0) 0 时 ,方程 (6.4) 可 写 为 
2=2f(0, 0) 雪 -+0 0) iu + £00, 0) 当 -+90, 0 + (6.7) 


由 中 心 流 形 理论 ， 广 ( 7) 的 扩展 形式 的 一 阶 PB 规范 型 为 
z= (0,0) 委 + 如 夺 (0,0) w+ (0,0) 芝 (6.8) 
A=[ 节 E(0,0)] -F400,0)F 4(0,0) 
中 显然 ,车 A<0 时 ,只 有 当 -0 时 | 广 妥 (6. 8) 才 有 唯一 的 奇 点 m = 0, 并 
且 当 4(0,0) <0 时, 厅 点 =0 是 稳定 的 ,而 当 9(0,0) >0 时 , 奇 点 t= 0 是 


不 稳定 的 。 
名 当 A>0 时 ,方程 (6.8) 可 化 为 


4=4| (FE 0,0) -2 S40,0)) x + (24(0,0) -x $4(0,0))] + 
SA(0,0) Et (6.9) 

现在 取 4 是 下 面 的 二 次 方程 的 解 

2 19f 2f of 

FA(0,0) -4 3320,0) = 2 于 大 (0.0) -A (0,0)] 
或 

2 EFC0,0) -24 RE0,0) + SAO0,0) =0 
区 [1 Qu 
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那么 方程 (6. 邹 订 写 为 


2 
基 = (00 -A $£(0,0) ulx + Au)+ 3 (00) En 


由 此 不 难 证 明 经 过 适当 的 举 标 变换 后 ,方程 (5.8) 可 化 为 
二 Ww 


上 面 方程 的 分 义 图 如 图 6.15 所 示 。 


图 6.15 移 临 界 分 叉 
(3) 若 江 (0,0) =0.34(0,0) = 0 0.0) 0 和 Sf(0,0) 0 时 ,类 似 
地 经 过 适当 的 坐标 变换 后 ,方程 (6.8) 可 写 为 


= + 
(4) 车 闪 (0,0) =0.24(0,0) = 0.24(0,0) =0 和 3 (0,0) 0 时 ,通过 
计算 方程 (6.4) 的 三 阶 PB 规范 型 得 


= 二 


这 个 方程 的 分 叉 图 如 图 6.16 所 示 。 


图 6.16 及 型 分 六 
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6.3 Hopf 分 叉 


我 们 仍 考虑 单 参 数 系统 (6.2) , 且 假 设 对 于 一 切 zxER, 有 f(xo,u)=0。 进 
一 步 假 设 当 = wo 时 , 麻 点 z 的 导 算 子 D, f(xo, wo) 有 一 对 共 孝 纯 虚 特征 值 ， 
而 其 余 的 n -2 个 特征 值 都 有 非 零 实 部 。 内 此 , 当 w = ze 时 ,xo 是 一 个 非 双 曲 奇 
点 , 它 是 结构 不 稳定 的 。 同 前 面 的 做 法 一 样 , 奇 点 to 的 附近 的 几何 结构 可 以 限 
制 到 系统 (6.2) 在 该 奇 点 的 二 维 中 心 流 形 上 去 考虑 。 因 此 ,不 失 一 般 性 ,只 需 考 
起 这 样 的 二 维系 统 。 

下 面 我 们 研究 单 参数 二 维系 统 

[ = /f(x,y,u) 
Y= g(x, Yu) 
并 且 设 /0,0,&) = g(0,0,4u) =0, 设 系统 (6.10) 在 (0,0) 的 导 算 子 的 特征 值 为 
a(w) +iw(u), 并 且 设 a(0) =0,w(0) = me。 于 是 在 奇 点 附近 作 泰 勒 展开 并 经 
过 适当 的 坐标 变换 后 ,可 把 系统 (6.10) 化 为 如 下 形式 
{ =alulx— wa{u)y + f(r,y, ut) 
y=w(u)r +atu)y + Bx, y, Lu) 
其 中 六 x,y,u} 和 B(x,y,4) 是 二 阶 无 穷 小 的 。 下 面 来 分 析 系 统 (6.11) 的 分 义 
行为 。 我 们 先 从 凋 个 例子 开始 。 
例 6.11 考 塌 如 下 线性 系统 
| = Ur wy 
FY= r+ uy 


x{4) ual oswt -sinwty|*o 
的 (2 cosa )( 
从 上 式 可 以 看 出 , 当 u<0 时 , 解 螺旋 式 地 趋 于 原点 ,因而 此 时 原点 是 稳定 的 焦 
点 ; 当 w=0 时 ,该 系统 的 所 有 解 都 是 周期 解 ;而 当 ww >0 时 ,所 有 的 解 都 螺旋 式 
地 远离 原点 ,因而 此 时 原点 是 不 稳定 的 焦点 。 估 而 该 系统 在 x =0 时 发 生 了 分 
及 。 
例 6.12 考虑 平面 系统 
= [三 +afx + 这 ]] 二 一 [w+cu+ blx:+ y)}]y 
y=[w+cut blx +y) rt [drta(lr +Y)]y 


在 极 坐 标 下 ,上 面 的 方程 组 可 化 为 


(x,y)ER,uER {6.10) 


(6.11) 


该 系统 的 解 为 
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全 (du + ar)r 
= {w+ eu + br) 
由 此 可 以 看 出 该 系统 的 闭 轨 由 d+ or = 人 0 决定 。 因 而 当 =0 时 ,系统 发 生 了 
闭 轨 分 及 。 

通过 上 面 两 个 例子 ,我 们 要 间 , 怎 样 研究 一 般 情况 下 系统 (6.11) 的 分 丸 。 下 
面 来 计算 系统 (6.11) 的 四 阶 PB 规范 型。 

记 z=xd+iy, Ata)=afa) + iw(w) 一 个 直接 计算 容易 把 系统 (6.11) 化 为 

2=A(u)z+ hz,2n) zEC,LER (6,12) 

这 里 

下 面 先 求 系统 (6.12) 的 二 阶 PB 规范 型 。 将 系统 (5.12) 的 右边 作 二 阶 泰 其 
展开 有 


z=AC(u)z+ hf s,s,u)+ 人 (1z1) {6.13) 
这 里 hh(z,z,w) 是 关于 z 和 z 的 二 次 多 项 式 。 对 方程 (6， 13) 作 近似 于 恒 等 变换 
的 变换 
z=wW+ p(w ) 也 马 忆 (6.14} 
这 里 py(w, 吉 ) 是 关于 w 入 的 二 次 多 项 式 。 以 式 (6.14) 代 人 方程 (6.13) 得 


(1 + + 5 = Aw + Apa(w ,BB) + hw a) + oO(lwl) (6.15) 
对 式 (6.15) 两 边 取 共 斩 得 


Az FY - _ 
B+ (1 2) = (0) + hs) + oO(lw’|) {6.16) 


由 式 (6.15) 和 式 (6.16) 有 


2){ S| 9p2 07, 
[{1+ 2 1+ 也 - 泥 充 | 


-各 joy 和 (w+odaD]- 


n+ ip (D6) + (+ Ole (6.17) 
注意 到 
[a 疙 )(1+ 涛 ) -器 奖 ] =1- 0(w) (6.18) 
以 式 (6.18) 代 入 式 (6.17), 得 
- w= hp + ha+ Olwt) (6.19) 
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这 里 
加 9 pz 7 9p2 
Dp (ww, ) =A Bw ta 3 — Ap: 
设 p(w, 证 ) = ao + 本 而 + c 六 ,那么 
和 po; 而) = ow + Mum + ec (2 A): 
因此 ,如 果 假 设 下 (如 ,而 ) = gow + 可 tm + coW!: ,那么 只 要 取 


p(w, 证 ) = iu ?+ + 村 2 Cn 
就 有 
apz = hh, 
因而 在 变换 z= w+ p(w, 曾 ) 下 , 式 {6.19) 可 写 为 
w=Aw+0(iw)) (6.20) 


由 此 可 以 看 出 ,我们 必须 计算 更 高 阶 的 PB 规范 型 才能 确定 奇 点 的 性 质 。 
下 面 来 计算 式 (6.13) 的 三 阶 PB 规范 型 。 我 们 将 式 (6.13) 作 三 阶 泰勒 展开 
并 利用 上 面 做 法 消去 二 阶 项 ,那么 有 


3=A+t hz,3, 2) + Oz1’) (6.21) 
事实 上 ,可 以 利用 上 面相 同 作 法 把 式 (6.21) 化 为 
w=ACu wte uw w+ owl’) (6.22) 


这 里 ce(w) 可 按 下 面 的 公式 计算 :如 果 将 式 (6.12) 式 中 的 非 线 项 h(z,z,n) 作 三 
阶 泰 勒 展开 
h(lz,Z,u) = 2 (0 i B+ Os1) 


那么 Ei 
1 1 
cu) = 537AT 2(214 4) 
如 果 继 续 上 面 的 过 程 ,我 们 可 以 消去 四 次 项 ,通过 类 似 的 计算 , 式 (6.12) 的 
四 阶 PB 规范 型 可 写 为 
w=Atu)w+ elu)w m+ 0O( wl’) {6.24) 
式 (6.24) 是 复数 方程 ,为 了 将 其 化 为 实 方程 , 令 
cu)=a(lu)} +ib(u) w=X+iy 
那么 将 上 面 两 式 代 入 式 (6.24) ,有 
fF =altu)xr -wu yt [altu)r -blu)y](x + yy) + OC) 
y=wlu)rtatu)y+ [bu)x + a(n)y](x: + yy)+ DC) 
这 里 + =v x? + y*。 如 果 用 极 坐 标 表 示 方 程 组 (6.25) ,有 


hn (2 + + hl + iaP+ 二 可 (6.23) 


(6.25) 
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人 err et + 0(7) (6.26) 


d=wu) tbr + Or) 
方程 组 (6.26) 中 的 四 阶 截断 形式 为 
f『 =r[a(u) + a(u)r] 
=wu) + dur 
其 形式 与 例 6,12 中 的 极 坐标 方程 形式 完全 相同 ,只 是 这 里 的 所 有 系数 都 与 参数 
uw 有 关 。 由 此 ,我 们 自然 会 问 ,系统 (6,10) 是 千 也 有 其 四 阶 PB 规范 型 的 分 又 行 
为 呢 ? 下 面 的 Hopf 定理 在 一 定 条 件 下 肯定 地 回答 了 这 个 问题 。 
定理 1{ Hopf) 设 原点 (0,0) 是 二 维系 统 (6.10) 的 奇 点 ,并 设 在 原点 处 的 时 
算 子 在 w=0 附近 有 特征 值 a(u) + iw(w), 使 得 a(0) =0,w(0) = wo > 0,a' (0) 
0, 则 存在 eo。> 0 和 一 个 解析 丁 数 


ule) = Set £ € (0,eo) 《6.27) 


使 得 w= xz(e)#0( 其 中 seE(0,eo)) 时 ,系统 (6.10) 在 原点 的 充分 小 邻 域内 有 唯 
一 的 闭 轨 工 , ,其 周期 为 


当 6?0 时 ,wu(e)>0,T 趋 于 原点 。 设 w 是 展开 式 (6.27) 中 的 第 一 个 不 为 零 的 
系数 , 则 当 dw。>0, 工 . 是 稳定 极限 环 , 简 当 必 <0 时 ,六 是 不 稳定 极限 环 。 
由 该 定 坦 可 以 看 出 ,系统 (6.10) 在 z =0 处 发 上 了 动态 分 叉 。 
该 定理 的 证 明 不 在 本 书 中 给 出 ,读者 可 以 在 相关 书 中 找到 。 但 为 了 方便 起 
见 ,我 们 特地 给 出 了 =2 时 的 系数 公式 ， 
w= -ald Ti1= — (b+ we) /wp {6.29) 
这 里 a = Rec(0)。a 也 可 以 直接 用 下 列 公式 给 出 


T(e) = (I + Tie) (6.28) 


a= (fs + fy + Buoy + Br ) + 


6c.[hy (Fe + 户 ) -Bo(Bs +By) -faBe + frB] (6.30) 


在 上 式 中 x=y=w=0。 
显然 ,如 时 a zz0, 那 么 从 式 (6.30) 可 知 , du, = - a。 由 此 可 知 的 稳定 性 
由 a 的 符号 决定 。 
Hopf 分 及 是 当 参 数 变 化 时 从 奇 点 产生 极限 环 的 分 及 。 而 当 od “0 时 Hopf 
分 又 称 为 是 遂 有 的 ,否则 就 称 为 是 退化 的 。 对 于 通 有 Hopf 分 叉 有 刀 <0 ,其 分 又 
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行为 由 四 阶 PB 规范 形 给 出 。 
在 通 有 分 叉 中 其 极限 环 是 唯一 的 ,但 在 退化 Hopf 分 叉 中 并 不 - : 定 具 有 这 一 
性 质 。 
例 6.13 考虑 平面 系统 
| = 一 了 十 和 (下 一 rn 2r) 
Fy=x+y(u- ru -2r) 
其 中 让 =x*+ ,zuER。 在 极 坐 标 系 中 ,上 面 的 方程 组 可 写成 
f =r(u-r)(y-27) 
d=1 
容易 验证 ,对 于 任何 w 原点 都 是 不 稳定 焦点 ,从 极 坐 标 方 程 中 容易 大 出 , 当 4 >0 
时 ,系统 有 两 个 极限 环 :2r = x 是 稳定 的 极限 环 ,m = wu 是 不 稳定 的 极限 环 。 玉 
此 在 上 =0 处 出 现 了 退化 Hopf 分 叉 。 
Hopf 分 义 中 的 极 跟 环 可 以 近似 地 计算 出 来 。 可 以 用 多 种 方法 来 近 仆 计算 
这 种 闭 轨 ,如 我 们 已 讲 过 的 PB 规范 型 方法 。 
下 面 举例 说 明 Hopf 分 灵 的 应 用 。 
例 6.14 考虑 布鲁塞尔 振子 系统 的 Hopf 分 丸 。 在 空间 均匀 情形 下 , 布 鲁 塞 
尔 振子 系统 可 用 下 列 二 维系 统 描 述 
(A DD Y 
Y= BI- RY 
这 个 系统 有 奇 点 (4,B4 ')。 作 坐标 变换 
革 二 x 十 条 Y=y+BA”™! 


A>0,B>0 


则 上 面 的 系统 可 化 为 
DA 
y=- Br-Ay- BA x -2Ary— xy 

这 个 系统 有 奇 点 (0,0) ,在 (0,0) 处 的 导 算 子 为 


(* “ 
-8B 一 下 
该 矩阵 有 两 个 特征 报 
ha 二 [B- (1+ A)] ai/ A -lB (1+ 4) 
由 此 可 知 当 


A IB- (1+ 4)] >0 
即 
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(1- 14 <B<(l+1AlY 
时 ,Ai 与 A2 是 一 对 共 四 和 揽 数 。 特别 当 B=1l+A’ 时 ,2 与 As 的 实 部 为 堆 。 记 


A =alB) +iw{ 8B) 


a(B)=3LB- (1+ 42)] 


w{B) -4 -二 [Bl 了 4 
并 且 当 B=Bo=1+A? 时 ,a(B)=0,w(B,)-14| = aa 


下 面 来 研究 在 中 = B。 附近 布鲁塞尔 振 了 系统 的 Hopf 分 叉 。 由 线性 代数 知 
识 , 作 坐 标 变换 


1 0 
(9 0 B+al8)) pl 


则 关于 x、 的 微分 方程 组 变 为 关于 zw 的 方程 组 : 


y=atB}u-— a B)v+ fw + nu(2A+ up{u,v) 


t=w{(B)u+ra(B)y + 全 + u(t2A+ uu) plu,o) 
这 里 


人 -1+4 ~B +a(B) 
wl B) 


pu,t) = (1-B+a(B))u-w(B)y 


显然 
da _1 
daB|s.s = 
由 式 (6.30) 有 
1 1 1 
“= -4 在 * 5) 
个 1 
如 3 二 


于 是 由 Hopf 定理 , 当 8 > Bo 时 ,关于 (u,v) 的 系统 在 原点 (0,0) 附 近 有 一 个 不 稳 
定 的 极限 环 ,并 且 当 及 >5 时 ,此 极限 环 趋 于 原点 ,其 周期 为 


-所 2 
T= 本 + De ) 
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6.4 余 维 左 分 叉 的 基本 概念 


考虑 n 维 常 微分 方程 
=f(x) rER” {6.31) 
设 xo。=0 是 方程 (6.31) 的 非 双 曲 奇 点 , 即 在 z =0 处 的 导 算 子 DF(0) 有 零 实 部 
的 特征 值 。 设 BY(0) 有 个 实 部 为 零 的 特征 值 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假设 
wo-|® 
0 二- 
其 中 几 是 上 阶 实 约 当 标准 型 矩阵 ,其 所 有 特征 值 的 实 部 都 为 零 ; 而 4 ,是 n 一 
阶 矩 阵 ,其 所 有 特征 值 的 实 部 不 为 零 。 记 
开 = 1414 是 二 阶 实 矩 阵 | 
让 = 二 | 再 与 天 相似 | 
那么 凡是 好 的 子 流 形 , 若 N 在 MM 中 的 余 维 数 为 £ 的 话 ,那么 称 方程 (6.31) 在 琳 
点 xo = 是 余 维 的 。 
有 了 余 维 上 的 定义 之 后 ,可 以 对 微分 方程 (6,31) 在 奇 点 x。 = 0 附近 作 一 个 


适当 的 分 类 。 
(了 余 维 为 1 的 情形 
中 如 果 DF(0) 有 单 重 零 特征 根 ,那么 
J= (0) 
名 如果 DF(0) 有 一 对 纯 虚 根 + iw(w >0) ,那么 
0 -ww 
/= | 凶 D0 ) 
(2) 余 维 为 2 的 情形 
QD 如 果 DFC(0) 有 二 重 零 特征 根 , 且 不 可 对 角 化 ,那么 
0 1 
la 9 
他 如 果 DY(0) 有 单 重 零 特征 根 和 一 对 纯 虚 特征 根 +iw (ww > 0) ,那么 
0 0 0 
J=|I0 0 -ww 
0 ww 0 


加 如果 ZW( 的 有 两 对 纯 虞 特征 根 + io 和 +io:fw ,os > 0) ,那么 
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0 -w 0 0 
w 0 0 0 
jo 0 0 -w, 
0 0 3 0 
由 上 面 可 以 看 出 , 余 维 数 越 高 ,情况 越 复 杂 。 
考虑 合 参 数 系统 (6.1)。 设 当 w=0 时 ,系统 (6.1) 有 奇 点 x。= 0。 如 果 系 统 
(6.1) 在 奇 点 ze =0 处 是 余 维 丰 的 并 且 发 生 了 分 又 ,那么 就 称 系统 (6.1) 在 xo = 
0 处 发 生 了 余 维 下 分 叉 。 
考虑 单 参数 系统 (6.2) ,并 且 设 f(0,0) =0。 当 考虑 系统 (6.2) 的 分 叉 时 , 必 
须 考虑 系统 (6.2) 的 扩展 系统 


在 (0,0) 处 展开 f(x 4) 至 二 阶 无 穷 小 得 
= Ax+Ayo + h(x A) OC x + A 3) 
70 (6.33) 


T 
这 里 4 = Dy. (0,0), Y= (于 0,0, 误 (0.0),…, 半 (0,0) ,有 《x,A) 是 关于 


xx 和， 的 二 次 齐 次 密 项 式 。 
下 面 来 计算 方程 组 (6.32) 的 二 阶 PB 规范 型 。 作 变换 
全 + pa(y,4) 
A 二 A 
这 里 p,(y,4) 是 关于 yy;,… ,和 4 的 二 次 齐 次 多 项 式 , 由 此 方程 组 (6.33) 
可 化 为 
7 90+ ho) + Mp, Bp Ay + a0) + OC IIP 2) 
A=0 
选取 适当 的 二 次 齐 次 多 项 式 p,(x,) 使 上 式 化 为 简单 形式 ,就 可 以 得 到 方程 组 
(6.32) 的 二 阶 PB 规范 型 。 下 面 以 一 个 例子 说 明 这 一 点 。 
例 6.15 考虑 二 维 单 参 数 系统 
= f(x YA) 
F=g(x,y,A) 
这 里 {0,0,0) = g(0,0,0) =0, 并 且 假 设 在 奇 点 (0,0)(w =0) 处 的 导 算 子 


(6.34) 
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9 9 
$00,0,0) (0,0,0) 


ag 9g 
jE(0,0,0) FE(0,0,0) 


有 二 重 零 特征 值 ,而 且 不 可 对 角 化 。 不 失 一 般 性 ,我 们 假设 
A ( 上 
0 0 
否则 可 以 经 过 适当 的 坐标 变换 把 上 面 的 导 算 子 化 为 这 个 形式 。 那 么 ,我 们 在 
《0,0,0) 处 对 zy) 和 glx,y,X) 作 二 阶 泰勒 展开 后 ,可 把 系统 (6.34) 化 为 
4 yt y A) + OCC + + A ) 
| 3 (6.35) 
y= BAthilz, yA + O( (x 4 yy +A )?) 
这 里 co = 红 (0,0,0) ,= 强 (0,0,0), 如 和 版 是 关于 <、y 和 的 二 次 齐 次 多 
项 式 。 
显然 系统 (6.35) 在 经 过 适当 的 坐标 变换 后 可 以 写 为 下 列 形 式 
[Me + O((x? +y +) 


(6.36) 
y= PA+ hry A OC +Y + A2)2) 


对 系统 (6.36) 的 扩展 形式 作 坐标 变换 
x= y+ pC ya) 
sent 
| 
这 里 mp 和 p, 都 是 关于 yy 和 的 二 次 齐 次 多项式 ,那么 系统 (6.36) 的 扩展 
丧 式 可 化 为 
如 


= y+ Ray Ys A) + D2 — 2 -Ba 了 + Oe 十 了 2 2 2) 
9p 9 站 
y= Bat A) ma Bag + Ow + +A)?) 
| Ya 


A=0 


有 (Ti ,yA) = af yt + any2 + abA + ab yy 二 二 oo 
{yi yA) = Bn+thoy+ Bua + Buyiyz2 + BayiA + Bay 
Pil YM) = ony + An + ash + anyy2 + AyiA + any2A 
paC¥1172,4) = bu y+ boyi+ Ba” + by ya + BiyaA + ba yaA 
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直接 计算 有 
+ p2~ 严 - - Poa 二 
= (bu toa)y tbo antas)y + (bs -Bantas)A + 
(by -2ant ab) yy +t bs- Boar tas)yA+t 
(ba ~ 01 20an + a ) yA 
以 及 


中 pz pa 
有 - — J 了 yi -Bo dy 


=Prit (py -ay 和 + 的 — Bobs)a + {PB, —2bn) 7 y+ 
(Ba ~ Bobn) yA + (fa -bh -2pobn) ya 
车 各 #0, 在 圭 面 两 式 中 令 
bnt+an=0 bp-antas=0 bs-foant+as=0 
br-2antas=0 by-Pavtas=0 ba- an-2hartas =0 
By ~ b=0 Pa -Pobn =0 Ba -Pobys=0 
Ba -bn -2 =0 
则 有 


如 
hi+ pz ~ ”各 - BX 5 =0 


3 
县 一 -并 - PoA 43= 的 六 + 有 +2ah) yy 


于 是 系统 (6.34) 的 扩展 形式 的 二 阶 PB 规范 型 为 


?1 = 
[> = BA+t (Bo + 2a1 )y172 + Bvt 
经 过 适当 的 坐标 变换 后 , 土 面 的 方程 组 可 写 为 下 面 形式 : 


= 
Y= + oy + Wy 
同 理 ,大 B=0, 系 统 (6.34) 的 扩展 形式 的 二 阶 PB 规范 型 为 


上 了 2 

Ya = y+ byi+o + dyia 
对 于 狗 参 数 系统 ,其 二 阶 泰 勒 展 开 可 写 为 如 下 形式 
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i=D, FO0,0x+D, FO00u+ h(x n+ Olxl + 3) 
从 理论 上 讲 , 我 们 可 以 求 击 上 面 方程 组 的 二 阶 PB 规范 型 以 及 更 高 阶 的 PB 规范 
型 ,但 随 着 系统 维 数 的 增 大 以 及 分 叉 参数 的 增多 ,计算 PB 规范 型 越 来 越 困 难 。 


6.5 突变 与 分 义 


托 姆 的 突变 理论 . 普 里 高 津 的 耗 散 结构 理论 以 及 哈 肯 的 协同 学 曾经 是 上 个 
世纪 最 活路 的 三 大 理论 。 事 实 上 , 托 姆 的 突变 理论 与 分 丸 概 念 是 密切 相关 的 。 

窒 变 理论 是 研究 不 连续 现象 的 , 研究 非 连续 性 突然 变化 的 现象 。 突 变 理论 
是 用 拓扑 知识 和 稳定 性 理论 去 描述 系统 的 临界 点 的 状态 ,描述 在 临界 点 附近 ,外 
部 条 件 微 小 改变 引起 系统 突然 跳 嵌 质变 的 规律 。 

托 姆 的 “初等 突变 理论 "考虑 的 是 如 下 含 参数 的 梯度 系统 

-VVr,n) ER',uER" (6.37) 

其 中 x 症状 态 变 量 ,a 是 控制 变量 ,『 是 势 函 数 ,V.Y(r,i) 是 势 函 数 关于 变量 x 
的 宰 度 , 即 


VV(x,n) -20 en)) 
我 们 知道 ,系统 (6.37) 的 奇 点 是 下 面 代 数 方程 的 解 
V(x,u)=0 
即 下 列 代数 方程 组 的 解 
Rm) =0 六 3 (xm) =0 
它们 表明 系统 46.37) 的 奇 点 就 是 托 姆 的 “突变 理论 "中 的 势 函 数 的 临界 点 。 由 此 


可 见 , 突 变 理 论 与 奇 点 分 义 是 相 关 的 。 
设 xo 是 系统 (6.37) 的 育 点 , 则 在 该 奇 点 的 导 算 子 为 


FF Vy 

gn (ou) Ep 
-DV(xo,u)= - : 

Py FV 

了 3 (xn ° Ba (Kot) 


它 是 势 酒 数 V(x ,un) 在 xu 的 Hesse 答 阵 的 反 号 。 
势 函数 V(x,w) 在 和 点 的 Hesse 和 矩阵 是 实 对 称 矩阵 ,因而 由 线性 代数 知识 
可 知 它 的 所 有 特征 值 都 为 实数 。 另 -方面 ,车 在 x。 点 发 生 分 叉 , 那 么 要 求 
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D V(xos4) 必 须 有 实 部 为 零 的 特征 值 ， 因而 在 这 种 情况 必须 要 求 V(xo,w) 有 
零 特 征 值 ,从 而 必 有 行列 式 
det( DV(xo, un))=0 
进一步 还 有 : 若 Hesse 矩阵 DV(xo,n) 是 正定 的 ,那么 奇 点 Xo 是 稳定 亲 点 ;而 当 
V(xo, ww) 是 负 定 或 不 定时 ,x。 是 不 稳定 冀 点 。 
从 上 面 可 以 看 出 ,初等 突变 理论 实质 上 是 含 参数 的 梯度 系统 的 分 叉 理 论 ， 
为 了 更 清楚 地 看 清 这 种 联系 ,我 们 将 以 几 个 例子 说 明 这 一 点 。 为 此 , 先 引 进 两 个 
基本 概念 。 
中 平衡 曲面 M: 由 系统 (6.37) 的 所 有 奇 点 (或 势 沙 数 V(x,n) 的 所 有 临界 
点 ) 组 成 的 集合 , 即 
M= |(x,0)IV V(r RE)=0YER EGR 
外 奇异 点 集 S; 由 势 沙 数 Vx,w) 的 所 有 退化 临界 点 组 成 的 集合 , 即 
S={Cxr, ulV V(r,n)=0, V(r,u) =0,r7ER",uER"| 
奇异 点 集 $ 在 参数 空间 R* 中 的 投影 称 为 分 又 集 , 记 为 B。 
例 6.16( 折 友 突 变 ) 取 势 西 数 为 
Vixsu)=x tu rER,uER 
这 个 势 函 对 应 的 动力 系统 为 
和 = 一 X72 一 二 
容易 计算 得 
M={(x,u)l3r :+n =0| 
3={(x, nl3r +u=0,%=0) = {1(0,0)} 
B= {0} 


这 个 系统 当 上 < 0 时 有 两 个 奇 点 x。 = + -3。 显然 x ,是 稳定 奇 点 ,而 .是 


不 稳定 奇 点 。 奇 点 曲线 的 图 像 如 图 6.17 所 示 。 
例 6. 了 7( 尖 点 突变 } 取 蒜 函数 为 

Vrs ta) = r+ Wx 二 ux xER,(u,w ER 

对 应 的 梯度 系统 为 
t= 一 4 -Zux— uy (6.38) 
于 是 平衡 曲面 为 
M= (x us tu2) dx + Iu x + w=0] 

奇异 点 集 为 

$= {(x,u, M2) 1dr? +2u,x+ wu =0,6x + w=0| 
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图 6.17 亲 点 曲线 图 像 


分 叉 集 为 
B={(m, uw)IA= Bu +27u: =0| 
可 画 出 平衡 曲面 好 的 图 像 和 分 及 集 的 图 像 如 图 6.18 和 图 6.19 所 示 。 


Jy 


6.18 平衡 曲面 NM 的 图 像 


图 6.19 分 娘 集 B 的 图 你 
由 分 义 集 8 的 图 像 可 以 看 出 ,原点 0 是 分 义 集 的 一 个 尖 点 ,有 时 也 称 8 为 
尖 点 曲线 。 尖 点 曲线 将 (on ,uw,) 空 间 分 为 三 个 部 分 :在 Q 区 域 ,由 于 三 次 代数 
方程 4z +2wx + tw =0 的 判别 式 =8ww +27 好 >0, 因 而 在 此 区 域内 ,系统 
(5.38) 只 有 一 个 奇 点 ; 当 A=0 时 ,系统 (6.38) 有 两 个 奇 点 ;而 当 A<0 时 ,系统 
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(6.38) 有 三 个 奇 点 。 由 此 可 知 :系统 (6,38) 在 尖 点 0 发 生 了 余 维 2 分 叉 ,而 在 尖 
点 曲线 其 他 点 上 发 生 了 余 维 1 分 叉 。 

为 了 更 清楚 地 了 解 分 叉 行 为 ,我 们 现在 跟 制 mm ,za 中 的 一 个 参数 。 

(1) 当 uw 国定 时 ,分 三 种 情况 来 考虑 ; 

DD 当 贡 >0 时 ,我 们 在 wx 平面 上 画 奇 点 曲线 

u2 = — (4x + Zu x) 
的 图 像 。 该 曲线 与 x 轴 只 有 一 个 交点 ,并 且 当 * 一 后 时 ,za -%, 当 x 下-% 
时 ,下 + % ,另外 当 ui > 0 时 ,Hesse 和 矩阵 
Dp’ Vlx, ut ) = (12x: +2u) 

的 特征 值 大 于 零 ,因而 此 时 奇 点 是 稳定 的 。 奇 点 曲线 的 图 像 如 图 6.20 所 示 。 


区 


图 5.20 >0 


也 当 届 =0 时 , 奇 点 曲线 为 mm = -4x ,并 且 只 要 * 关 0, 奇 点 是 稳定 的 。 裔 
后 曲线 的 图 像 与 中 奖 似 。 
国 当 ww<0 时 ,曲线 w= -(4x +2mx) 与 % 轴 有 三 个 交点 , 且 有 一 个 极 


大 点 和 一 个 极 小 点 。 显 然 当 141 >A/ - 从 时 ,Hesse 矩阵 是 正定 的 ,因而 奇 点 是 


稳定 的 ,而 当 1x1 < - 着 时 ,Hesse 甜 阵 是 负 定 的 , 央 而 奇 点 是 不 稳定 的 。 奇 点 


曲线 的 图 像 如 图 6.21 所 示 。 

(2) 当 ww 固定 时 ,也 分 三 种 情况 来 考虑 ; 

人 DD 当 w<0 时 , 奇 点 曲线 

4 + ty 
Hx 
与 x 轴 没 有 交点 。 下 面 来 考虑 疝 点 的 稳定 性 。 由 Hesse 矩阵 的 表示 可 知 , 在 抛 
物 线 uj = - 6x 内 部 由 于 在 奇 点 处 的 Hesse 窍 阵 是 负 定 的 ,因而 位 于 抛物 线 z， 
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= -6x? 内 部 的 奇 点 是 不 稳定 的 ;而 在 抛物 线 u = - 6x 外 部 由 于 在 奇 点 处 的 
Hesse 矩阵 是 正定 的 ,因而 位 于 抛物 线 外 部 的 奇 点 是 稳定 的 。 


另 一 方面 , 解 方程 组 
作 +2uM1%+ uz = 人 0 
6x: + ul=0 
可 得 讷 点 周 线 与 抛物 线 的 交点 是 
m0 芭 = -之 ui<0 


ua 轿 定 后 的 奇 点 曲线 图 如 图 6.22 所 示 。 


图 6.22 wu <0 


加 当 w,=0 时 , 奇 点 曲线 为 2x + wx =0, 即 um 办 和 扫 物 线 uw = -2x’。 
类 似 于 中 ,位 于 抛物 线 u, = - 6x* 内 部 的 奇 点 是 不 稳定 的 ,而 位 于 抛物 线 ,= 
-2w’ 外 部 的 奇 点 是 稳定 的 。 奇 点 沿线 图 如 图 56,23 所 示 。 

加 当 z>0 时 ,类 似 于 中 , 奇 点 曲线 图 如 图 6.24 所 示 。 


从 上 面 可 以 君 出 :通过 固定 某 些 参数 值 来 画 奇 点 曲线 图 ,可 以 更 好 地 了 解 系 
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统 的 分 又 行为 。 
思考 题 


1. 试 研究 系统 
[ 二 2 区 一 站 一 本人 十 7 ) 一 r(x + 2 
y=x+t0y— Warr + y+) 
的 分 丸 行 为 ,并 画 出 (wi ,za) 空 间 的 分 又 图 。 
2. 考虑 Van der Pol 方程 
作 
y=0%+y- Yr + ) 
这 里 o 是 分 义 参 数 , 试 找 出 该 系统 发 生 Hopf 分 义 的 条 件 。 
3. 证 明 系 统 
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光 十 1 蝶 十 并 十 人 区 十 入 =0 
在 半 直 线 B = (u,v)iu=0,v>0| 和 半 直 线 B= (u,v)iu=v,b<0| 上 经 历 
了 Hopf 分 叉 。 
4. 试 研究 Lorenz 系统 的 Hopf 分 叉 。 
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自从 1963 年 Lorenz 在 进行 长 期 天 气 预报 动力 学 模型 的 数值 计算 时 发 现 混 
沌 现象 以 来 ,混沌 已 成 为 自然 科学 和 社会 科学 的 共同 研究 热点 。 然 鲁 , 至 今 也 没 
有 给 混 池 下 一 个 各 学 科 都 统一 而 义 可 操作 的 定义 。 在 哲学 上 ,混沌 是 指 系统 的 
终 值 状态 敏感 地 依赖 于 系统 的 初始 状态 ,是 确 定性 系统 中 的 内 在 随机 性 。 亦 即 ， 
混沌 是 指 在 参数 空间 的 一 定 范围 内, 确定 性 的 非 线 性 系统 表现 出 长 时 期 行为 对 
初 值 的 敏感 依赖 性 , 初 值 的 微小 误差 被 指数 式 放大 ,造成 运动 轨道 的 显著 偏离 ， 
以 至 系统 的 行为 与 随机 运动 原则 上 无 法 区 别 。 在 数学 上 ,有 一 个 在 Smale 马蹄 
意义 下 的 混沌 定义 ,用 这 个 定义 判断 扰动 Hamilton 系统 产生 湿 沌 的 条 件 是 有 效 
的 ,特别 是 二 维 Hamilton 系统 的 扰动 。 虽 然 混沌 的 这 个 定义 可 以 有 效 地 操作 ,但 
开 覆 盖 的 范围 太 小 。 

众所周知 ,对 于 保守 系统 ,不 同 初始 条 件 有 不 同 的 轨道 。 然 而 ,对 于 耗 散 系 
统 ,不 同 初始 条 件 的 轨道 可 趋 于 同一 点 集 ,这 种 点 集 我 们 称 之 为 吸引 子 。 如 果 这 
种 吸引 子 的 维 数 是 分 数 的 话 ,我 们 进一步 称 之 为 混沌 吸引 子 或 奇怪 吸引 子 。 

事实 上 ,Lorenz 吸引 子 就 是 从 数值 计算 上 发 现 的 第 一 个 混沌 吸引 子 。 下 面 
我 们 将 从 混沌 吸引 子 计算 来 开始 本 章 。 


7.1 册 数 值 计算 发 现 混 沌 吸引 子 


由 数值 讨 算 来 发 现 混沌 吸引 子 主要 是 视觉 方面 的 。 如 果 通 过 对 过 某 一 点 的 
轨道 的 计算 , 随 着 时 间 的 增加 ,我 们 很 难 预测 轨道 的 走向 ,轨道 上 的 点 总 是 存 一 
个 有 限 范围 内 来 回 地 跑 。 看 起 来 , 随 着 时 间 的 增加 轨道 在 一 个 有 限 范围 内 来 回 
地 折 杰 与 拉 伸 ,好像 要 填 满 一 块 区 域 。 进 一 步 ,初始 条 件 靠 得 很 近 的 两 条 件 轨 
道 , 随 着 时 间 的 增加 ,这 两 条 轨 着 之 间 的 差别 越 来 越 太 。 如 果 有 上 面 的 现象 出 
现 , 我 们 就 认为 该 系统 出 现 了 混沌 。 

现在 我 们 首先 提出 一 个 问题 ,怎样 从 数值 计算 上 获得 混沌 吸引 子 ?目前 ,从 
所 有 的 数值 计算 例子 来 看 ,具有 混沌 吸引 子 的 自治 系统 都 和 不 稳定 的 奇 点 联系 
在 一 起 ,特别 是 和 鞍点 联系 在 一 起 。 

如 果 一 个 系统 具有 混沌 吸引 子 ,那么 怎样 从 数值 计算 上 将 其 表现 出 来 ? 就 
目前 来 讲 还 没有 一 个 有 效 的 方法 。 这 里 的 关键 问题 就 是 选择 初始 条 件 。 如 果 我 
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们 能 找到 一 个 系统 的 一 个 捕捉 区 或 一 个 包含 捕捉 区 的 更 大 的 吸引 域 的 话 ,并 且 
我 们 知道 在 这 个 捕 春 区 内 包含 不 稳定 的 奇 点 (特别 是 有 鞍点 ) ,那么 如 果 系 统 有 
一 个 包含 在 这 个 捕 损 区 内 的 混沌 吸引 子 的 话 , 除 某 一 例外 方向 外 { 主 要 是 由 差分 
格式 引起 的 ) ,我 们 丰 论 从 捕 损 区 上 或 吸引 域 上 的 那 一 点 出 发 都 能 从 数值 上 或 从 
视 党 方面 获得 这 个 混沌 吸引 子 。 下 面 就 以 著名 的 Lorenz 系统 来 说 明 这 个 问题 。 
例 7.1 考虑 著名 的 Lorenz 系统 
=oty—x) 
= 席 一 一 和 既 o>0,8>0 
z=- bt+xy 
显然 , 当 1+o+ 上 >0 时 ,有 
EAE EA BB+xy)=-(l+o+b)<0 
这 说 明 该 系统 的 散 度 { 即 体积 收缩 宁 ) 为 负 ,因而 它 是 耗 散 的 。 散 度 为 负 常 数 ,这 
说 明 相 空间 挫 的 收缩 与 位 置 无 关 , 是 均 印 收缩 。 
另 一 方面 ,一 个 直接 的 计算 得 


ldap 4 (zr ag) l= or :oslorn)| tiserr) 
2 dt 了 一 了 7 4 


上 式 的 右边 在 本 球 S: a + 六 + 8[:- 二 (a+ 站] < 二 5(o + 中 的 外 部 小 于 
替 。 于 是 我 们 只 要 取 R 足够 大 ,使 得 贿 球 $ 包含 在 相 球 + y+ (z-r- a < 
2 的 内 部 ,那么 区 域 
M= |(x, yz)ix +y + (zr-r-o) ae2R) 
就 是 一 个 捕捉 区 。 设 # 是 Lorenz 系统 的 流 ,那么 由 捕 所 区 W 生成 的 吸引 子 为 
A= Mh) 
由 上 面 的 推导 过 程 可 知 ,4 的 吸引 域 为 整个 三 维 欧 氏 空间 民 。 这 就 说 明 ,如 果 
Lorenz 方 程 在 > 0,r> 0 时 有 吸引 子 的 话 ,我 们 可 以 从 捕捉 区 W 外 ( 离 原点 较 
远 的 地 方 ) 任 一 点 出 发 ,都 可 以 在 数值 上 从 视觉 方面 获得 该 吸引 子 。 
为 了 获得 混沌 吸引 子 , 我 们 要 求 当 。> 0,r> 0 时 ,Lorenz 系统 存在 不 稳定 奇 
点 。 例 如 ,在 Lorenz 方 程 中 取 o = 10,r= 28,5= 3 时 ,那么 有 
2= 100y -x) 
y=28x—y— 
8 
2= -+%y 
由 例 5.8 可 知 ,此 时 该 系统 有 3 个 不 稳定 奇 点 。 图 7.1 ~ 图 7.4 就 是 我 们 通过 数 
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值 计算 用 计算 机 画 出 的 Larenz 泄 德 吸引 子 三 维 图 弄 和 Lorenz 混沌 吸引 于 在 举 屋 
平面 上 的 投影 图 。 


-下 村- 时- 量 - 站 -= 茵 下 


er 


图 7.1 搂 = fs 顺 亩 面 出 的 Lever 又 引子 


i 


图 ?2 窜 z,y,sw 刚 库 面 出 的 Lavanz 咀 引子 


图 7.3 Losae 咀 中 于 在 亲征 面 上 的 投影 
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50 i 
Nh 


W120 
x 


图 7.4 Leorenz 上 吸引 子 在 xz 平面 上 的 投影 
事实 上 ,用 Matlab 程序 很 容易 画册 上 面 各 图 。 首 先 建 立 M 文件 : 
function ydot = LORENZEDtx,y) 
ydot=[ -10, 10, 0; 28，-1，- YY(2)， 0， 一 813] *y; 
然后 在 Magab 命令 窗口 键入 命令 : 
[x, 站 = ode45(" LORENZED’, [0, 40], [1, 0, 0]); 
plot3(yC:, 1), yC:, 2), y(:, 3)) 

执行 上 述 命 令 后 就 可 按 x ,y、z 顺序 画 出 的 Lorenz 吸引 子 。 如 果 接 下 来 键 

人 命令 : 
plo3ty(:, 3), ¥(:, 2), y(;, 1)) 
就 可 得 到 按 zs 、y 、x 上 顺序 画 出 的 Lorenz 吸引 子 。 进 -- 步 若 执行 下 述 命令 ; 
plot(y{:, 1), yt:, 2)) 

就 可 得 到 Lorenz 吸引 子 在 xy 平面 上 的 投影 图 。 

事实 上 , 我 们 计算 从 : 轴 上 的 任 一 点 ,如 从 点 (0,0,0.0001) 点 出 发 的 轨道 就 
得 不 到 Lorenz 吸引 子 ,这 是 由 龙 格 - 库 塔 方法 的 差分 格式 引起 的 。 

由 人 鲍 7.1 可 知 :从 不 同 角 魔 看 三 维 混 沌 吸引 子 的 效果 基 不 一 样 的 。 

Lorenz 混沌 吸引 子 是 稳定 与 不 稳定 相互 作用 的 结果 。 从 前 面 我 们 已 经 知 
道 ,由 于 Lorenz 吸引 子 的 吸引 域 是 整个 三 维 欧 氏 空 间 耻 ,因此 从 Lorenz 吸引 子 
外 部 任 一 点 出 发 的 轨道 当时 间 趋 于 无 穷 大 时 都 趋 于 它 ,而 Lorenz 吸引 子 内 部 的 
轨道 却 表现 出 相当 不 稳定 ,并 以 指数 形式 分 离 。 从 数值 计算 观点 来 看 ,我 们 只 计 
算 了 过 基 一 点 的 一 根 轨 道 , 即 我 们 画 出 的 只 是 一 根 轨道 。 而 从 Lorenz 吸引 子 图 
上 来 看 ,这 根 轨道 似乎 要 填 满 一 个 小 区 域 ,这 是 由 于 不 稳定 奇 点 (特别 是 鞍点 ) 引 
起 轨道 的 折 释 和 拉 伸 造 成 的 。 事 实 上 , Lorenz 吸引 子 确 实 具 有 非 零 的 相 体 积 , 并 
且 其 维 数 是 比 1 大 的 非 整数 。 也 正 因为 如 此 , 才 和 将 其 称 为 奇怪 吸引 子 。 
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闫 不 是 所 有 具有 泡 汪 吸 引 于 的 系统 能 像 Lavena 系统 一 样 ,能 找到 一 个 包 合 
Laranz 吸引 子 的 捕 提 区 和 出 捕 提 区 更 大 的 杰 引 战 , 这 就 给 和 们 和 确定 计算 混和 神 琢 
引子 的 韦 值 带 来 一 定 的 转 难 。 

例 7.2 考虑 著名 的 Boaalc 系统 “了 

泪 硬 = 于 于 
jssra 
四 
它 只 一 个 非 鲁 性 项 ,因此 是 最 获 单 的 非 线性 系统 之 一 。 热 而 ,这 种 形式 的 简单 性 
并 不 能 说 明 其 动力 学 行 涤 也 具有 有情 单 性 。 事 实 上 , 当 &=0.38,ba0.3,e=d.5 
时 ,该 系统 具有 单纯 的 白 闪 最 引 于 。 下 面 是 从 初始 点 x0 二 由 1 .Yo 02 a0.3 
出 党 画 出 的 Roaashar 混 德 吸引 于 (如 图 ?了 .5 图 7:# 所 示 )。 


图 了 5 按 #y.i 珊 订 画 出 的 Raale 盟 引 于 
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7.8 Rosaler 吸引 子 在 yz 平 画 上 的 投影 


然而 ,对 于 Rossler 系统 ,我 们 很 难 找 到 一 个 包含 不 稳定 奇 点 的 捕捉 区 。 
例 7.3 考虑 所 谓 的 Chen 吸引 子 。 这 个 吸引 子 存在 于 下 列 三 维系 统 之 中 
营 = aly -XX) 
Fy=(c-a)rt+or- 
2= 一 上 + 好 
这 个 系统 与 Lorenz 系统 相似 ,但 由 于 系数 的 不 同 ,这 个 系统 不 是 Lorenz 系统 的 特 
例 ,而 Lorens 系统 也 不 是 这 个 系统 的 特例 。 
一 个 直接 计算 有 
aa- 
2di\ a 
由 此 可 知 当 a >0,48 >0,c <0 时 ,该 系统 是 大 范围 浙 近 稳定 的 ,因而 不 存在 奇怪 
155 


+ +] ={c— a)x: + ey: — be 


非 就 性 动 方 学 一 水 叉 ,钢管 与 现 立 于 


吸引 了 于。 因此 ,要 司 访 系统 产生 青 悍 吸引 子 ,必须 酸 评 这 一 条 件 。 例 如 取 ae 
35,6=3,c=28 时 该 系统 就 出 现 所 调 Chen 吸引 子 。 只 要 取 初 始 条 件 如 下 : 


xs00) =— 人 0 
20s 
通过 数值 计算 画 出 Chen 吸引 子 如 图 7.9 也 东 。 
了 
Fah] 
-0 
间 


eT “ 


图 7.9 可 击 看 引 手 

事实 上 ,我 们 也 很 难 趟 到 Chen 吸引 于 前 一 个 捕 提 区 和 一 个 吸引 起。 

由 于 自 浴 的 平面 系统 不 会 出 现 惕 着 咀 引 于 。 因 此 要 使 一 个 二 扒 系 统 出 现 良 
沌 吸引 子 , 访 系统 必须 是 非 自治 系统 o 1 

例 了 .4 考 瞄 有 外 部 油 励 下 的 直 程 

p+ 2 bo 

其 中 必 s0,4s0, bo 是 外 部 泗 励 。 上 面 方程 在 外 部 洪恩 下 发 生 振 莫 ,从 而 可 
下 现 出 周期 运动 或 混沌 运动 。 

卡 面 的 方程 坦 价 于 非 自 治平 而 标 蚁 


性 
$= 4 horal 


如 果 取 a = 们 3 和 =3, 通 过 计算 从 =0.3s ys0.5 点 出 发 的 辕 通 就 可 攻 得 
Duifing 慢 济 吸引 子 。Twfiing 混 神 眼 引 于 如 图 7 了 ,10 所 示 。 
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图 7.10 Duing 系统 的 混沌 吸引 子 


7.2 Liapunov 指数 


在 非 混沌 系统 中 ,初始 条 件 靠 得 很 近 的 两 根 轨 道 , 随 着 时 间 的 增加 ,要么 越 
来 越 靠 近 , 要 么 以 慢 于 指数 形式 的 速度 分 离 。 这 在 理论 上 来 说 ,其 系统 的 长 时 期 
行为 荐 可 以 预测 的 。 然 而 ,对 于 混沌 系统 ,我 们 不 可 能 对 系统 的 长 时 期 行为 作出 
预测 。 这 是 由 于 系统 的 终 值 行为 敏感 地 依 束 于 初始 条 件 , 初 始 条 件 舍 得 很 近 的 
两 根 胃 道 以 指数 形式 的 速度 分 离 。 

(1) Liapunor 指数 的 定义 。 下 面 我 们 来 定义 n 维 连 续 耗 散 系 统 的 Liapunoy 
指数 。 考 虑 n 维 连续 系统 

= 了 f(x) xER’ (7.1) 


这 里 了 = (ff 汪汪 )" 且 dv 有 = 于 + 站 +…+ 站 <0。 设 自治 系统 (7.1) 
的 流 为 8(:,x)。 现 在 我 们 在 相 空 间 中 任 取 一 个 半径 为 p 的 小 球 了 ,那么 在 :时 
刻 ,由 于 流 的 作用 ,小 球 变 为 类 似 于 精 球 体 的 区 域 &( +, D) (我 们 称 之 为 类 本 
球 )。 由 于 系统 的 耗 散 性 ,类 椭 球 $(1,D) 的 体积 随 着 时 间 的 增加 越 来 越 小 , 即 
类 实 球 的 体积 是 收缩 的 。 下 面 我 们 要 研究 类 补 球 $(1,D) 的 主轴 p: (1) (k=1 
2,…,n) 是 怎样 按时 间 发 展 的 。 为 此 ,我 们 定义 Liapunov 指数 为 


b= linliml 人 | 有 2 (7.2) 
m+ mr i 

当 p>0 时 , 球 的 无 穷 小 形变 可 以 用 线性 化 流 来 描述 。 为 了 计算 的 目的 ,我 们 将 

给 出 Liapunov 指数 天 的 另 一 个 等 价 定义 。 


我 们 考虑 系统 (7.1) 的 初始 条 件 幕 得 很 近 的 两 条 轨道 : 即 初始 条 件 分 别 
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区 0 = 20 及 (0) + Bx (0) = xo + 6xof18xo1 足 够 小 )。 设 过 这 两 个 初始 点 的 加 
道 分 别 为 xf(D 间 和 天 (0+ 羡 人 ,那么 有 
Xt) = Fx)) 


{Ey + 8r(1) =f(x{0) + Brit)) 
由 上 面 两 式 得 
Bex) = fr(t) + Bx(1)) -Cr(D) 


= DF(x(t)) -x(t) + OC Bx(1) 1 ) 
在 上 式 中 , 扔 掉 二 阶 项 ,得 到 系统 (7.1) 的 线性 化 方程 组 


FBx(1) = Df(x(1)) Bx) (7.3) 


设 Y(1,x) 是 上 面 系统 的 基础 解答 阵 ,那么 系统 (7.3) 的 解 可 表示 为 
Bx{2) = Vi, x) br(0) = Vi,x) Hx, 

因此 ,基础 解 乱 阵 更 (tx 完全 描述 了 线性 化 流 。 现 在 若 选择 6x (0) 是 初始 球 
的 一 个 适当 主轴 ,那么 更 (ttz) 将 决定 其 椭 球 的 相关 主轴 怎样 按时 间 发 展 的 。 
设 (ra( 昌 (是 基础 解 年 阵 更 (+, zx) 的 特征 值 ,这 些 特征 值 将 描述 
主轴 的 拉 信 ,这 就 导致 我 们 给 出 Liapunow 指数 的 另 一 定 文 。 

定义 7.1 设 知 (人 =12，…n) 是 基础 解 矩 阵 亚 {1,x) 的 特征 根 ,那么 
沿 着 系统 (7.1) 的 轨 线 x( 虽 的 Liapunov 指数 定义 为 

b= lim nl (7.4) 

由 定义 ,这 些 Liapunov 指数 都 是 实数 。 

事实 上 , 按 上 面 定义 我 们 仍 难 计算 出 Liapunor 指数 。 为 了 计算 的 目的 ,我 们 
进一步 分 析 式 (7.4)。 假 设 z(t) 是 对 应 于 特征 值 p14) 的 特征 向 量 , 奢 么 

(HX) z= pz 

于 是 对 上 式 商 边 取 模 得 


|， | =- Iv, rel 
Hel = Tz1 


进一步 假设 x (41) 是 线性 化 方程 (7.3) 的 过 点 (0) 的 解 ,我 们 的 目的 是 希 


蔚 用 [主人 来 代替 1 这样 [iapunor 指数 可 以 表示 为 


11,x) or(0)] 
dm Ore 
然 面 这 里 依赖 于 初始 条 件 Sx (0} 的 选择 。 那 么 对 于 任 给 的 Br{0) ,情况 又 会 怎 
样 呢 ? 
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定理 7.1 假设 L 是 最 大 的 Liapunov 指数 ,并 且 进 一 步 假定 


五 郑 有 袜 关 有 


那么 对 于 任意 选择 的 6x{0) ,我 们 有 
， 1， 更 (200) 
mh = 


这 就 给 我 们 计算 最 大 特征 值 提供 了 更 好 的 途径 。 事 实 上 ,在 判断 混沌 存在 
性 方面 ,只 要 求 求 出 系统 的 最 大 Liapunor 指数 就 可 以 了 。 

为 了 更 清楚 地 了 和 解 这 个 定理 ,我 们 将 对 定理 7.1 作 进 一 步 的 说 明 。 设 zx 是 
特征 值 y 所 对 应 的 特征 向 量 , 这 里 =1,2,…,n ,那么 x (0) 可 表示 为 


dx (0) 三 D) eer 
因此 £=]1 
x(t) = W(t,x): Hr{0) = Say,r)z, = VS og, 
定义 i 上 =1 


NOLTAEAPA 丰 =1.2， oa (7.5) 
由 Liapunov 指数 的 定义 ,有 


lim e(1)=0 
+4 顽 


由 式 (7.5) 有 
Pr k=1,2,.,n 
于 是 
Sr _- > ce ri 
fe 
= en'( ee 十 See hr) ettz, ) {7.6) 
这 就 说 明 ,只 要 cy x0, 那 么 就 有 
1 人 1 é(1) 
hn ero) = Lt + hh Tarto)i 
这 里 放 x) 是 式 (7.6) 的 右边 括 导 中 部 分 。 于 是 
.1 16r( 切 | 
dm hh oro = 


对 于 大 的 1, 由 上 式 可 知 有 16x (1~er'16x (0)1, 这 就 是 说 只 要 五 > 0, 矢 量 
8x( 昌 就 以 e%' 的 速度 增长 。 下 面 我 们 一 般 化 上 面 过 程 。 现 在 考虑 两 个 初始 矢 
量 8x,(0) 和 6x,(0) ,并且 设 
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18xr (| =n! | 8x.(0)1 
Bx (2) | ser' | Br, (0) | 
由 两 个 矢量 5x,(4) 与 Sx,(1) 构 成 的 平行 四 边 形 的 面积 为 
(V0) = Or (08r(t) | en or (OTDR (0)1 = eh +5 | py, (0)] 
由 此 有 


A 
nh 0) = 


因此 = Li + Ls 天 示 面 积 平均 增长 率 。 类 似 地 ,我 们 可 以 用 个 初始 矢量 
dx1(0) ,6r2(0),… ,Bri(0) 来 定义 


1 1F(0)1 
et [CO 


Li+t+L 


=L+L+ + 
这 里 
I CT = Be TO) 
显然 LI = Ll + L; 十 ”十 L 描述 上 维 体 积 增长 率 。 
对 于 相 体 积 均 匀 收 缩 的 系统 , 即 散 度 为 
af 9f .3 -常数 


日 %1 Ax + GE 中 
的 系统 ,显然 有 
9 9 a 
Drbtethe 和 t+ 2 


(2) 吸引 子 的 特征 。 从 上 面 可 知 ,n 维系 统 的 总 Liapunov 指数 
=D+th+t + 
描述 了 相 体积 的 平均 收缩 率 。 然 而 对 耗 散 系统 ,我 们 有 
=bD+ht"+L,<0 
即 相 体积 是 收缩 的 。 混 沌 系统 是 指 至 少 有 一 个 正 的 Liapunoy 指数 的 系统 ,这 说 
明 在 一 个 方向 或 更 多 方向 是 拉 伸 的 ,而 整体 体积 都 是 收缩 的 。 因 此 ,如 果 将 所 有 
Liapunow 按 大 小 排序 
> 人 
那么 对 于 混沌 的 耗 散 系统 , 必 有 
Li>0 也 <D 
事实 上 ,L > 0 现 已 作为 混沌 的 定义 。 
例 7.5 考虑 Lorenz 系统 
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t=oly—w) 
Fm "2 
2= 好 一 此 

当 a>0,5>1 时 ,这 是 一 个 耗 散 系统 ,并 且 


a » 9 了 
于 [ce(7 -zj+ 了 (一生 ) 二 了 (和 各 = - (oa+b+1)<0 


因此 , 相 体 积 是 均匀 收缩 的 。 由 上 一 节 可 知 , 当 o = 10,7 = 28,6 = 了 ,Lorenz 系统 
出 现 了 混沌 , 旦 此 时 
五 + 工 : + 了 工 3 = - 仿 <0 (LL 1) 


国 此 必 有 翅 >0, Ls <0。 

(3) 最 大 Liapunor 指数 的 数值 计算 。 对 于 有 混沌 吸引 子 的 系统 来 说 ,我 们 
不 能 直接 通过 数值 积分 来 得 到 最 大 的 Liapunov 指数 。 这 是 由 于 最 大 Liapunov 指 
数 号 为 正 , 当 我 们 用 数值 积分 的 方法 来 积分 线性 化 方程 (7.3) 时 会 产生 溢出 现 
象 。 因 此 我 们 必须 要 用 别 的 方法 来 计算 最 大 Liapunov 指数 7, 。 

1976 年 , Benettin 等 人 提出 了 一 种 计算 常 微分 方程 组 的 最 大 fiapunov 指数 
5 的 方法 。 其 方法 描述 如 下 :人 先 取 两 个 靠 得 很 近 的 初始 点 po。 和 go ,这 两 个 点 之 
间 的 距离 记 为 do。 = 1po ~ go1, 这 里 要 求 册 的 值 很 小 。 然 后 ,在 一 个 小 的 区 闻 
[0, rt] 里 去 积分 这 个 常 微分 方程 组 , 记 通 过 积分 后 从 po 点 出 发 的 轨 线 在 rz 时刻 
的 值 为 pj ,而 从 点 出 发 的 轨 线 在 r 时 刻 的 值 为 qj , 记 这 两 个 点 之 间 的 距离 为 
di =1p ~ 911。 接 下 来 ,我 们 在 pl 和 gq) 的 连 线 上 取 一 点 gq’, 使 得 ,1 pi - 9 人) 
= do ,然后 我 们 在 区 间 [ + ,27 | 里 去 积分 这 个 常 微分 方程 组 , 记 通 过 积分 后 从 pi 
点 出 发 的 轨 线 在 r 时 刻 的 秆 为 p; ,而 从 9 点 出 发 的 轨 线 在 * 时 刻 的 值 为 g,, 记 
这 两 个 点 之 间 的 距离 为 d= 1p, - 9 ls 这 样 一 直下 去 ,我 们 可 以 得 到 一 个 实 正 
数列 一 ,d;,…, 则 最 大 Liapunov 指数 五 可 由 下 式 来 计算 ， 


al = lim 去 Dn( dd) 
这 个 计算 过 程 可 用 图 7.11 来 说 明 。 
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图 ?.1i 五 的 计算 图 


7.3 通 向 混沌 的 途径 


研究 导致 混沌 产生 的 机 理 一 直 是 混沌 研究 的 重 村 方向 之 一 。 就 目前 来 讲 ， 
人 们 已 知道 多 种 遂 向 混沌 的 途径 :如 倍 周期 分 叉 、 同 宿 轨 或 异 宿 圈 的 破裂 、KAM 
环 面 破 覆 等 。 下 面 以 例子 来 说 明 倍 周期 分 叉 可 导致 泥 褐 。 
在 例 7.2 中 , 取 a=5=0.2, 那 么 Rossler 系统 可 写 为 
区 二 一 学 ~ 了 
F=%+0.2y 
z=0.2+{(r- c)z 
现在 我 们 以 。 为 控制 参数 ,用 数值 计算 方法 来 研究 上 面 系统 的 分 叉 情况 。 图 
?7.12 是 我 们 画 出 的 随 着 参数 。 的 变化 Rossler 系统 的 周期 轨 的 周期 变化 图 。 
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加 
-一 


1 
过 


一 | 
B64 2 0 2 4 6 B10 i2 
x{e$0) 


图 7.12 周期 罗 和 混沌 吸引 子 


从 各 图 中 可 以 看 出 ; 当 c=2.4 时 ,Rossler 系统 有 一 个 极限 环 ; 当 c。= 3.5 时 ， 
Rossler 系统 有 一 个 2 倍 周 期 的 于 期 轨 ; 当 。= 4.0 时 ,Rossler 系统 有 一 个 4 倍 周 
期 的 周期 轨 , 这 样 让 参数 适当 地 增加 下 去 ,Rossler 系统 的 周期 轨 的 周期 按 倍数 
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增长 ,最 终 致 混沌 的 产生 。 
图 7.12 可 以 用 Matlab 程序 很 容易 画 出 来 。 我 们 以 画 第 一 组 图 为 例 。 首 先 
建立 也 文件 ; . 
function ydot = odex (x,y) 
ydol=[ = yC2) + y63); —y(1) +0.2xy(2); 0.2+y(3)* (y(1) -2.4)]; 
然后 在 Matlab 命令 窗口 键 人 命令 : 
[x, 9] = odeA5(' odex’ , [0, 200], [0.1, 0.2, 0.3]); 
plot3(y(:, 1), y(:, 2), y(:, 3)) 
执行 上 述 命令 后 ,就 可 按 x、y、z 顺序 画 出 的 Rossler 系统 过 该 初始 点 的 一 条 轨 
道 ,但 这 不 是 一 条 闭 胃 。 为 了 画 出 一 条 闭 轨 , 我 们 必须 重新 选择 初始 点 ,第 二 次 
计算 的 初始 点 可 以 选 为 第 一 次 计算 结果 的 最 后 一 组 值 。 如 果 通 过 第 二 次 计算 后 
所 曾 出 的 是 一 条 闭 轨 ,我 们 接 下 来 就 可 以 键入 命令 : 
plot(yC:, 1), y(:, 2)) 
就 可 画 出 闭 轩 在 xy 平面 上 的 投影 图 。 如 果 通 过 第 二 次 计算 后 所 画册 的 还 不 是 
一 条 闭 罗 ,我 们 可 以 重复 上 面 过 程 , 直 到 画 出 闭 罗 为 止 。 
同 宿 轨 或 异 宿 图 的 破裂 以 及 KAM 环 面 破裂 都 可 导致 混沌 ,这 是 后 面 的 内 


容 。 


7.4 KAM 环 面 和 Amold 扩散 


在 给 出 KAM 定理 之 前 ,我 们 要 先 回顾 一 些 经 典 力学 知识 。 在 经 典 分 析 力 学 
中 ,真实 运动 使 作用 泛 函 


= -ja §,1)dt {7.7) 


取 驻 值 , 即 61 =0, 这 里 g 是 广义 坐标 , 工 = L(g ,9 ,1) 是 Lagrange 函数 。 式 (7.7) 
称 为 Hamilton 原理 。 对 于 完整 系统 ,由 亲 =0 可 推出 Lagrange 运动 方程 


定义 广义 动量 
P= 2 (7.8) 


并 且 假 设 从 式 (7.8) 可 和 解 出 di 三 人 sa rs Par tdi = 1],2,.， 
n)。 疯 在 作 勒 让 德 变换 
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H = Dp A 
于 是 
L(g,G,i) = Dp4, — H(g,p,!) (7.9) 
这 里 p = (p15 ps，…; Br)" 以 式 (7.9) 代入 式 (7.7) 得 


在 


1= |[ py -ep ad (7.10) 
由 式 (7.10) 求 变 分 等 于 零 后 可 推出 Hamilton 方程 
9 _9H 
了 一 日 _ 
3 i=1,2,",n (7.11) 
Pg 


(1 正则 变换 。 引 进 一 组 新 的 坐标 0; 和 P, (i = 1,2,…, nn), 并 且 假 设 新 旧 
坐标 之 间 的 关系 为 

人 

P= P(g ,9 gs pp 

并 且 进 一 步 假设 上 面 的 变换 是 可 逆 的 , 即 从 上 面 的 变换 中 可 和 解 出 

人 

严 = 下 0 

显然 ,通过 上 面 的 坐标 变换 ,使 旧 Hamilton 函数 太 = 入 (gqg,p,t) 变 为 新 Hamilton 

晒 数 上 ”= "(2,P,:), 其 中 Q=(0,0.,0) ,P=(P,,P;,…, PP)', 如 
果 上 面 的 坐标 变换 保持 Hamilton 方程 的 形式 不 变 , 即 有 


[=1,2,:",n 


t=1,2,. ,nn 


那么 这 种 变换 称 为 正则 变换 。 
下 面 要 解决 这 样 一 个 问题 ,什么 样 的 变换 是 正则 变换 ?Hamilton 方程 是 从 
Hamilton 原理 推导 出 来 的 , 因 迪 新 旧 举 标 都 应 满足 Hamilion 原理 


a|[ Pp -Hl(g,p,i)]dt = 0 
和 t= 
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I _H'(Q,P,i)]dt =0 


当 上 面 两 式 同时 成 立时 ， 上 面 两 式 积分 导 下 的 函数 并 不 一 定 要 相等 ,而 可 以 相差 
任 一 函数 对 时 间 的 全 微分 。 例 如 ,相差 下 列 函 数 的 全 微分 


F=F(g,0,1) 
显然 
:| dt = 6F(qg(n), Qi), 0) ~ SF{( g(t0), Qio),to) = 0 
出 此 可 知 有 
Dp -HH- (DP -HH )= 
即 
pda - Hdt - ( Dp.d0. 一 H' di) = dF 
从 而 有 | 


Ddg - BPAQ, + (有 -dt = Do BEdg + D3 + 
由 此 有 


aF 

i 00, 

H*"=H+ 于 
这 就 是 新 旧 坐 标 应 满足 的 条 件 。 其 中 函数 称 为 生成 函数 {或 母 函 数 )。 在 分 
析 力 学 中 给 出 了 四 类 最 简单 的 生成 函数 。 在 本 书 中 只 给 出 我 们 要 用 的 一 种 生成 
函数 

S= S(gq,P.,:) (7.12) 
由 该 母 函数 给 出 的 新 旧 坐 标 之 问 的 关系 为 


0Q, = 35 i=1,2,"",n (7.13) 
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(2) Hamilton 系统 与 不 变 环 面 。 如 果 能 找到 正则 变换 ,将 旧 坐 标 f ,9,，…， 
qm 种 pi ,ps，… ,ps 变 为 新 坐标 作用 - 第 量 1, 1 ,…, 工 和 gp ,gp ，…, wp, ,并且 使 
得 变换 后 的 Hamilton 函数 只 为 有, 了,…, 工 的 函数 , 即 二 = HG, 上 ,…， 
全 ) ,那么 对 应 于 Hamilton 函数 本 的 Hamilion 方程 为 


1 2 用 (7.14) 


此 时 , 则 称 系 统 为 可 积 Hamilton 系统 。 由 方程 组 (7.14) 可 以 解 出 
Li)= (0) 

1 =0.t+ {0) 
由 此 看 出 ,可 积 Hamilton 系统 是 可 求解 的 ,其 在 相 空间 中 的 轨道 是 规则 的 .光滑 
的 ,所 有 的 轨道 都 处 在 由 运动 积分 1(4) = (0) (i = 1,2,…,n) 确 定 的 不 变 环 面 
上 。 

例 7.6 考虑 有 周期 驱动 而 作 小 角度 运动 的 单 探 系统 
$+ 0 = foo 


i=1,2,,n 


它 等 价 于 平面 系统 


人 
中 二 一 有 二 Feosf]lit 
用 常数 变易 法 ,容易 求 得 该 系统 的 解 为 
86= 4cos(t+a) + eaos0; 


1- 0 
如 果 作 变换 
= Teo 
P=wt+ 让 sinnt 
则 上 面 的 平面 系统 可 化 为 
aH 
l = ap™ PP 


这 里 女 = 方 (p+) 是 Hamilton 函数 。 再 作 变 换 
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和 = Y 27cosp 
p= 2lsing 
则 Hamilton 函数 H{g,p) 变 为 

H(g,p)= Ho=1 
因此 在 (9,w) 相 空间 , 相 轨 线 方程 为 


(0- scone) + (so = 入 


= 于 oos0i 


而 其 圆心 


do00 三 一 [sing 


在 下 面 的 椭 加 


了 
名 + wr 


=1 


TE 
-AY -2 
或 
ke 
上 运动 。 这 就 说 明 相 轨 在 一 个 环 而 上 运动 。 
因此 ,在 (9,w) 相 空间 中 , 相 点 参与 了 两 种 运动 ,一 种 是 在 圆周 上 的 运动 , 频 


率 为 ], 另 一 种 是 猜 国 上 的 运动 ,频率 为 0( 如 图 7.13)。 如 果 呈 = 全 (ma n 是 整 


数 ) , 则 相 罗 是 闭 轨 , 即 相 轨 绕 环 而 旋转 有 限 图 后 又 回 到 起 点 。 如 果 有关 只 (mm 


为 正 数 ), 则 相 轨 绕 二 维 环 而 转 无 限 钞 圈 , 并 且 将 无 限 稠 赛 地 覆盖 这 一 不 变 环 耐 ， 
这 时 轨道 是 准 周 期 的 (只 在 短 圆 方向 作 周 期 运动 ) , 称 为 拟 周期 运动 ,这 时 在 系统 


图 7,13 亲 种 运动 


169 


非 线 性 动力 学 一 一 分 义 .混流 与 孤立 子 


中 的 运动 无 共振 发 生 。 
(3) KAM 定理 。 事 实 上 ,在 一 般 的 Hamilon 系统 中 , 绝 大 多 数 是 不 可 积 的 。 
下 面 考虑 所 谓 近 可 积 Hamilton 系统 。 
府 作 用 - 角 量 坐标 系 下 ,假设 某 Hamilton 函数 可 表示 为 
H= F(T) +eH (I, 9) (7.15) 
这 里 了 = 让 四 = (pi); 式 (7.15) 对 应 的 Hamikon 方程 为 
di aHy ‘| 3 
dt “39 9p. 
dp: _9H_ Ho 98, 
dt “91 91. al, 
当 e =0 时 ,Hamilton 方程 (7.16) 是 可 积 的 , 它 的 解 为 
1D)=10) 9(0)= 0900) + F170)): 


这 时 整个 相 空 间 被 分 层 为 一 族 不 变 环 曾 1(1) = 常 矢量 ,在 每 一 个 不 变 环 面 上 的 


Hamilon 相 流 是 拟 周 期 的 ,频率 w= 下。 


当 ez#x0 时 ,在 一 般 情况 下 可 积 性 遵 到 破坏 。 
然而 ,我 们 现在 知道 在 一 定 条 件 下 ,大 部 分 不 变 坏 曾 仍然 存在 。 所 谓 的 近 可 
积 Hamilton 系统 就 具有 这 一 特性 。 
所 谓 式 (7.15) 是 近 可 积 的 是 指 e 足够 小 ,并 且 级 数 
He)= 9) h(le*? (7.17) 


EE" | 


是 收 伍 的 ,这 里 是 =《 丰 ,相关 和 = 有 + Epa 二 十 和 ji = 
w -lo 显然 H,(1 ,WW) 关 于 p12 "i 是 27 -周期 欧 数 ,并 日 满足 


各 x 
[jC pdg ,dg 0 
定义 正则 变换 的 生成 函数 
St ,p= p+es (TT, p)+e S(T ,Pp) + 
那么 应 用 式 (7.12} 和 式 (7,13) 有 


i=1,2,.,n (7.16) 


各 四 
1=33 8+ asu(T ,9) 
? 9 (7.18) 
,_ 33 33 了 ,9) 
=ar Pie ar + 


由 式 (7.18) 的 第 一 式 ,有 
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MD=H (r+e 3 7 9), 区 9) 
aHotT) Si ， 19Ho{ 1’) SET ， 
HT)+e a, 二 3 ty. 2 
{7.19) 
和 
eH (1 9) eT te 0) 
= eh(T ,9)+ * 9) .23， :9 (7.20) 
由 式 (7.19) 和 式 (7.20) 有 
四 rr 
D+ eB (D9) = +e[ HOT, 9) | + 
[DD. 9S: 了， 9) aH{r oo 9sSi{1’, 9)] + 
ar 59 ar ag 
(7.21) 
现在 要 消去 上 式 中 关于 *s 的 一 次 项 ,因此 令 
9 ry astf, 
全。 
以 
Srp) = 2 dT (7.22) 
ET" 1 MW 
和 
HI,9) = > 和 (PP)e (7.23) 
KEZT OL 
代入 上 式 得 
at (Je =- > Re (7.2) 
[者 EZ 1 0: 
其 中 
am 13Hs, oan 
名 (下 ) = Ey Ea gr) 


比较 式 (7.24) 两 边 各 项 的 系数 有 
iAi CTE or) + hl)=0 
于 是 
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由 此 可 以 看 出 ,只 要 | 大 [过 We ?和 Iw(P) 12 Clk1"*( 对 于 所 有 KEZ* \ 10|)， 
就 能 保证 式 (7.22) 和 式 (7.23) 右 边 的 级 数 都 是 收 敏 的 。 
这 样 ,通过 适当 地 选择 3 (了 ,yy) 将 Hamilton 了 匡 数 HH = HD + 用 (7 和) 变 
为 
H= HT)+e Ht{r,p,e) 
类 似 地 ,同样 可 以 适当 地 选择 9 (了 ,9 ) 将 Hamilton 函数 入 = (I)+e 
夯 人 名) 变 为 
H= HT)+e H(T ,gp,e) 
从 理论 来 讲 ,这 一 过 程 可 以 无 穷 地 进行 下 去 。 
定理 7.2(KAM 定理 ) 设 UcR" 是 开 集 , 对 于 充分 小 的 s > 0,Hamilion 丽 
数 
HlI,p,e)= HD + eH (I,p) 
是 区 域 
D=|(T,9)11E U0 gp en,i=1,2, ,Nn 
上 前 实 解 析 函 数 ,并且 在 UV 上 有 


det DHCI)] = det( 


2 0 
3737 


以 及 相应 的 频率 wo(7 = 5) 二 对 所 有 的 向 量 直 GZ \ 10 满足 条 件 | > 


Ci , 则 对 于 足够 小 的 e ,Hamilton 系统 


定义 的 Hamilton 相 流 具有 一 个 n 维 不 变 环 面 
人 =p+f(q,e) 
T=ij+g(p,e) 
其 中 了 和 g 关于 gi ,gy,，…,g, 都 是 2x -周期 的 ,并 且 关于 : 和 gq 是 实 解 析 的 ， 
且 f(p,0) = g(8,0) =0, 此 不 变 环 面 上 的 流 满足 
yo 
”af 
而 且 当 ~*0 时 ,这 样 的 不 变 环 面 充 分 接近 未 受 微 扰 系统 的 不 变 环 面 。 
这 个 定理 并 没有 给 出 不 变 环 面 测度 与 s 之 间 的 关系 ,因此 难以 应 用 于 实际 
问题 。 然 而 ,对 于 一 些 特殊 问题 ,KAM 定理 可 以 用 来 解释 其 运动 行为 。 
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下 面 考虑 二 自由 度 的 Hamilton 系统 , 非 线性 的 引 人 可 导致 混沌 。 二 自由 度 
Hamilton 系统 的 正则 方程 为 


-a ah 
$7 ap $= 9p» 
3 aHo 


P=~ Ey B= ~ Ep 
其 相 空 间 是 四 维 的 ,而 Hamilton 函数 的 等 势 面 是 三 维 曲 面 ,由 于 积分 H, = 常数 
的 存在 把 相 轨 撒 制 在 这 些 等 势 面 上 。 如 果 运 动 积分 的 数目 能 和 自由 度 的 数目 一 
样 多 , 则 系统 是 可 积 的 。 能 量 积 分 的 存在 对 三 维 等 势 面 上 的 运动 有 所 限制 ,实际 
上 ,在 可 积 系 统 中 每 个 等 势 面 能 被 二 维 环 面 隔 开 。 对 已 知 初 始 条 件 的 系统 ,其 动 
力学 行为 被 限于 环 面 之 上 。 环 面 上 的 运动 ,可 用 微分 方程 
全 = WwW] 
Pp2 = wa 
表示 ,wj 和 wy 是 常数 , 称 为 运动 的 频率 。 如 果 它 们 相互 无 关 , 则 运动 是 准 周期 
的 , 相 轨 线 布 满 环 面 ;如 果 它 们 满足 条 件 ; wfws = min(m,n 为 整 相 ) , 则 轨道 是 
闭 轨 ,运动 是 周期 的 。 正 则 坐标 9 ,gq; ,Pi ,Ps 可 换 成 作用 - 角 旺 了 ,了 ,gp ,pas 
在 可 积 系统 中 万 与 是 运动 积分 ,它们 使 二 (1) = 五 ,如 果 在 Ho{1, 1) 中 
加 人 一 小 的 非 线性 函数 si (五 ,后 ,2), 即 
H= 矶 (下 ,+ ， ,Pz) 

KAM 定理 指出 ,对 大 多 数 环 面 而 言 仅 有 畸变 , 而 靠近 谐振 的 儿 个 环 面 可 能 变 成 
小 的 混沌 层 。 这 里 所 说 的 “小 ” ,在 理论 上 是 指 小 于 10“。 数 值 研究 表面 ,即使 
于 扰 大 一 些 ,很 多 环 面 还 是 能 够 存在 下 去 。 在 于 扰 小 时 ,混沌 区 由 一 些小 的 屋 构 
成 , 相 加 在 屋内 无 规则 地 振荡 。 只 要 这 些 层 一 直 保 持 很 小 ,各 层 又 分 开 , 相 轨 就 
不 会 从 一 层 跑 到 另 一 雇 去 ,稳定 性 也 不 会 受到 破坏 。 干 扰 增 加 , 权 邻 的 混沌 层 合 
并 ,于 是 混沌 层 的 厚度 增加 。 这 种 合并 其 实 就 是 两 个 混沌 层 之 间 的 KAM 环 画 的 
破坏 。 

Amold 指出 ,二 自由 庆 Hamilton 系统 和 多 自由 度 Hamilton 系统 的 差别 主要 在 
于 拓扑 上 ,二 维 环 面 可 以 把 三 维 空间 分 成 环 内 和 环 外 两 个 豆 不 相交 的 部 分 。 但 
对 于 高 维系 统 不 能 这 样 , 例 如 ,三 自由 度 Hamilton 系统 ,Hamilton 函数 的 等 势 面 是 
五 维 的 ,但 三 维 环 面 不 能 把 五 维 空 间 分 成 两 个 互 不 相交 的 部 分 。 这 样 对 于 自由 
度 大 于 2 的 Hamilton 系统 ,KAM 环 面 经 得 起 干扰 ,它们 不 会 分 成 混沌 层 。 事 实 
上 ,在 自由 度 太 于 2 的 Hamilion 系统 ,混沌 层 形成 了 一 个 单 连通 区 域 ,如 果 运 动 
从 这 个 区 域 上 某 一 点 开始 ,将 会 扩散 到 整个 区 域 , 这 就 是 Amold 扩散 。 
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7.5 平面 系统 的 Melnikov 方法 


Smale 马蹄 意义 下 的 混 溃 是 严格 数学 定义 下 的 混沌 。 它 是 由 所 考 虚 系统 的 
Melnikov 函数 的 简单 零点 决定 系统 产生 Smale 马蹄 意义 下 的 混沌 条 件 。 

我 们 在 第 五 章 已 经 知道 ;一 个 系统 的 Poincare 映射 的 周期 点 对 应 于 该 系统 
的 闭 轨 , 而 周期 点 的 稳定 性 完全 决定 其 对 应 的 闭 罗 的 稳定 性 。 同 样 ,我 们 将 会 看 
到 Poincare 映射 与 Smale 马蹄 意义 下 的 混沌 相 联 系 。 

(DD 二 维 映 射 的 横 截 同 宿 点 与 横 裁 异 宿 点 。 第 五 章 所 定义 的 二 维 非 自治 系 
统 的 横 截 面 同 构 于 民 ,因此 下 面 只 考虑 二 维 映 射 

ff:R—*R 
为 了 方便 起 见 , 先 引 进 一 些 定义 。 设 xER ,过 x* 点 的 正 半 轨 定 义 为 
Orb, C(x) = {F(x) lnENU oO 
如 果 了 是 可 逆 的 ,那么 过 x 点 的 负 半 轨 定 义 为 
Oz. (x)= (IaENUHOH 
而 过 * 点 的 轨道 定义 为 
Orb{x) = Om, (x) UOrb. (x) 
显然 ,如 果 x。 是 了 的 周期 为 的 点 ,那么 
Oixo) = xo, f(xo) ,ef* (xo)} 

定义 7.2 设 z 是 了 的 不 动 点 ,如 果 了 在 zo 点 处 的 导 算 子 Df(xo) 的 所 有 
特征 值 的 模 都 不 等 于 1, 则 称 x。 为 了 的 双 曲 不 动 点 ;如 果 导 算 子 DF(xo) 的 两 个 
特征 值 中 有 一 个 特征 值 的 模 大 于 1 ,而 另 一 个 特征 值 的 模 小 于 1, 则 称 x。 为 了 的 
烷 点 。 

定义 7.3 设 x 是 了 的 局 期 为 上 的 点 ,如 果 xo 点 是 广 的 双 曲 不 动 点 ,那么 
我 们 称 周期 轨道 Orb{ xo ) 为 双 曲 周期 轨 。 

对 于 映射 ,可 以 像 微 分 方程 一 样 定义 在 不 动 点 处 的 不 变 流 形 , 同 样 有 所 谓 的 
中 心 流 形 定理 ,这 些 不 在 这 里 给 出 。 设 mm 是 了 的 散 点 ,由 映射 的 中 心 流 形 定理 
可 知 , 存 在 包 会 xo 点 的 邻 域 UCR 以 及 了 在 xo 点 局 部 稳定 流 形 : 

Wxo) = |xE US n+ mH fx) rx, HYnENUIO, F(x)E DU] 
和 了 在 zx 点 局 部 不 稳定 流 形 : 
We (Xe) = {xE UL n+ mf "xr) rx 且 YnENUIO FrE 可 
并 且 本 (xz6) 和 本 (ro) 在 xo 点 分 别 与 导 算 子 B(xo) 的 两 个 特征 子 空间 到 
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和 及 相 切 。 
若 x 是 了 的 周期 为 上 的 点 ,我 们 也 可 类 似 地 定义 周期 轨道 0tb(x。) 的 稳定 
流 形 和 不 稳定 流 形 如 下 


W(xosf) = UW (xr), 


Wx,f) = Uw (x0) ,7*) 

有 了 映射 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 定义 之 后 ,类 似 于 常 微分 方程 组 ,对 于 映 
射 我 们 有 同 宿 点 和 异 宿 点 的 概念 。 

定义 7.4 设 xo 是 了 的 获 点 , 若 gE 了 (x0) 门 瑟 (x0), 并 且 gxo, 那 么 称 
d 为 了 的 同 宿 点 ,如 果 进 一 步 有 到 (x0) 与 天 (xo) 在 4 处 机 截 相 交 , 则 称 4 为 7 
的 横 截 同 宿 点 。 

由 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 定义 可 知 :如 果 4 是 了 点 的 同 宿 点 ,那么 对 于 任意 
整数 , 产 (8) 也 是 点 的 同 宿 点 。 这 就 是 说 若 存在 一 个 同 宿 点 ,那么 必 存 在 
了 的 无 穷 儿 个 同 宿 点 。 在 数学 二 已 经 证 明 :如 果 了 存在 一 个 机 截 同 宿 点 , 则 了 其 
有 Smale 马蹄 意义 下 的 混沌 。 

定义 7.5 设 x, 和 和 x， 是 了 两 个 不 同 蓉 点 , 设 玉 () 们 瑟 (0) (或 更 (x) 
站 于 (x,)) 是 非 空 的 ,着 gE 人 (xD 站 (x0)( 或 gE 更 (xz) 间 瑟 (x2)) ,并且 
g 关 X1 .9 关 X2 ,那么 称 q 为 了 的 异 宿 点 ,如 果 进 一 步 有 本 (zi) 与 呈 (x2) (或 
W(x) 与 本 (rs)) 在 4 处 横 截 相交 , 则 称 4 为 了 的 横 裁 异 宿 点 。 

现 设 x ,xx 是 站 的 mn 个 各 不 相同 的 茸 点 ,并 且 设 到 (%) 与 天 (zi) 
横 裁 相交 于 9 处 (这 里 i1,2, ,ny8+1,g4r1 = 而) ;那么 称 | , x，… ,1 
为 了 的 mn - 横 截 环 。 已 经 证 明 :如 果 了 存在 一 个 n - 横 裁 环 , 则 了 具有 Smale 马蹄 
意 文 下 的 混沌 。 

上 面 的 横 截 网 宿 点 未 论 与 n - 机 裁 环 理论 为 我 们 用 Poincare 映射 研究 二 维 
非 自治 系统 在 Smale 马蹄 意 义 下 的 泥 汪 提供 了 基础 。 

(2) 二 维 Hamilton 系统 的 扰动 系统 的 Melnikov 函数 。 考 虑 如 下 二 维 扰动 
Hamilton 系统 


oH 
大 -ay+ eg1(x, Yt) 
(7.25) 


aH 
?= -3 + S82(x, yt) 


这 里 有 = 肯 (x,y) 是 未 扰动 系统 的 Hamilton 函数 。 为 了 方便 起 见 ,将 上 上面 方程 组 
写成 如 下 矢量 形式 
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T= Hr)+eg(x,t) = f(x) + eg(x,t) (7.26) 
这 里 x= (x,y) ER ,f(x) = J HO), g(r,t) = (g(x), g(x tN EC 
(r 闫 2), 而 
0 1 
a -| _1 


是 反对 称 矩阵 ,Y 有 (z) = 52 , 35) 是 样 度 算 子 。 进 一 步 假设 g(x,:) 关 于 时 间 
! 是 以 周期 为 了 的 周期 晃 数 , 即 有 g(x,:) = g(x,T+ 41)。 

假设 = =0 时 ,未 扰动 的 Hamilton 系统 

T= LVH(r) 《7.27) 

具有 下 列 性 质 ， 

中 系统 (7.27) 具 有 一 根 辐 宿 轨 有 (5 = (人 (的 )7 和 一 个 双 曲 鞍点 
Poo 

回 记 TD = [go (i)1iERIUtpo), 设 TT" 的 内 部 由 一 族 闭 轨 (1) (aE 
( -1,0)) 连 续 充 满 。 车 记 d(x ,TT") = inf |x ~ g1, 那 么 有 lim sgpd(g (1),") 

gE oO 

= 人 0 

辐 记 刀 =(g (2)), 设 7" 是 闭 轨 (1) 的 周期 ,那么 这 * 关于 下 是 可 微 
的 ,并 且 在 "的 内 部 有 d7"/dh, > 0。 

者 奇 点 po 是 原点 ,这 些 性 质 的 几何 表示 如 图 7.14 所 示 。 


图 了 .14 未 扰动 Hamilton 系统 的 相 图 


为 了 定义 Poineare 映射 的 模 截 面 ,我 们 将 方程 组 (7.26) 提 升 为 三 维 自治 系 
统 
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{0 
8=1 
取 横 截面 
B= {1x,0ERxS10= EL0, T]} 
其 中 了 是 圆周 $ 的 周 长 。 设 gq.{1,4o) 是 在 t= #46 时 方程 组 (7.26) 过 点 x 的 解 ， 
因为 从 2 上 的 点 出 发 的 轨 线 第 一 次 返回 3% 所 需 的 时 间 是 了 ,根据 第 五 章 的 内 
容 , 人 可 以 定义 Poincare 映射 如 下 
pe :5h— 3 
dio to) a {to t+ T, to) 

从 前 面 的 知识 ,我 们 可 以 知道 如 果 Poincare 瞻 射 P 存在 横 截 同 宿 点 ,那么 
方程 组 (7.26) 具 有 Smale 马蹄 意义 下 的 混沌 。 下 面 我 们 要 首先 回答 是 否 存 在 
Poincare 映射 Pr 的 双 曲 鞍点 以 及 其 他 一 些 我 们 必须 了 解 的 信息 。 

定理 7.3 对 于 方程 组 (7.26) 有 下 列 结论 : 

DD 当 0< el 时 ,方程 组 (7.26) 有 了 唯一 双 曲 周期 轨道 r (1) = po + Ole)， 
而 Poineare 映射 PP 存在 瞧 一 双 曲 点 下 = po + Ole); 

人 @@ 当 0<eel 时 ,方程 组 (7.26) 的 双 曲 局 期 轨道 

(1) =po+ Ofe) 
的 局 部 稳定 流 形 WW (rn(1)) 和 局 部 不 稳定 流 形 Wi (rm(1)) 是 C 接近 未 扰动 系 
统 的 周期 轨道 po。 x 5 的 局 部 稳定 流 形 和 局 部 不 稳定 流 形 。 初 始点 在 横 截 面 
3 上 ,分 别 位 于 局 部 稳定 流 形 要。.(z( 约 ) 和 局 部 不 称 定 流 形 本 (59) 上 的 
轨 线 (i,10) 与 双人 (5 区 ) 关 于 的 展开 式 
亲人 = 人 +) tf,+o) (7.28) 
各 (二 iEG(-o,5] (7.29) 
当 上 tb 时 ,位 (5 加) 满足 方程 
di, to) = DF g(t ito) g(t, to + gq (tt),:) {7.30) 
当 414 时 ,各 (1,to) 满 足 方程 
F(t,t0) = DAG lt- t0)) gli, to + gq (it-to),t) 07.31) 

上 面 的 定理 为 我 们 提供 了 许多 信息 。 下 面 将 利用 这 些 信息 来 定义 一 个 用 来 
定义 Melnikoy 函数 的 “距离 画 数 ”"。 双 曲 鞍 点 p 的 稳定 流 形 咏 {p8 ) 和 不 稳定 流 
形 配 ( 可 ) 分 别 与 横 截 面 2 的 交点 可 能 不 只 一 个 , 设 有 (io) = 各 (ty 与 
于 (0) = (to, to) 分 别 是 稳定 流 形 到 (可 ) 和 不 稳定 流 形 杖 (8 ) 在 横 截 面 2% 
上 举 得 最 近 的 两 个 点 。qr(0) 是 未 扰动 系统 的 同 宿 轨 上 的 一 个 点 ,了 (gq (0)) = 
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(AC (0)) ,Cg (0)))" 是 该 同 宿 轨 在 他 00) 点 的 切线 方向 , 因此 该 后 宿 轨 在 
4 (0) 点 的 法 线 方向 为 
a0)= -fa 0), fg (0))) 

于 是 该 同 宿 办 在 有 (0) 点 的 单位 法 线 方向 为 

0) fF Cg (0)) 

i (CacO))l IF(Cg (0))] 

定义 距离 孙 数 如 下 

d(t0)= (0 (i) -g(r0)) :an 
记 (i) to) = {a,8)' ,那么 有 


(4) 2 C8) f(g (0)), f(g (0))) 


LPG (0))1 
_B(g (0)) - af lg (0)) 
| If(g (0))1 
_ f(g (OA (to) - (i0)) 
if(g (0)) (7.32) 
这 里 友基 投影 算 子 ,其 贞 体 运算 如 下 :车 在 二 (a a) bb 兰 【已 ,2 ，, 风 
aAb = 民 » = mb- ob = a a) "(hb)" 
以 式 (7.28) 和 式 (7.29) 代 入 式 (7.32) 得 
ct) = el ODA Gg Ct) gi(m)) ,02) (7.33) 


. (fC 0))1 
其 中 g(t0) = (iosyto), (to) = (to, to)o 

在 式 (7.33) 中 ,gi(t6) 和 g(t) 的 值 仍然 是 未 知 的 。 为 了 计算 出 这 两 个 向 
其 ,我 们 引入 记号 


[A (7.34) 
A(i,to)= f(g (tt) Ag (t,t0) | 
一 个 直接 计算 得 
SAC, to) = [g(t0)) -Gr 10)JAgt(,t)+ 
fgr(t- to))AG tt, to) (7.35) 


以 全 人 -= 天 人 9 全- 性 )) 和 式 (7.30) 代 人 上 式 , 得 
LA (tbo)= [7 


fg tt A Dg tt (tt)+ 
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gCq (i to),t)] {7.36) 
为 了 方便 计算 ,我们 记 了 (g(t i0)) = (alias 条、 故人 和 =《b1,b2) 以 及 
Df( g's -0)) -人 ?| 
于 是 利用 aAb= - (5bAa), 有 
[DF Cg ti) -fa tt0)) Ag (t,to) + f(g (tt0)) 
A[ Df Ct- 10)) q(t, to)] 
1 Cn 1 b 如 1 nd ob | 
[人 册 辐 让 网 -| 人 "(la "| 
= {a + ap)(abs - a2b1) 


= | nV | anb 


Le | Qn 
= [Df(aq (ts- 10)) A (Lt, to) (7.37) 
但 
uf) = + 10)) 
_FH OH 
axdy dxay 


于 是 利用 式 (7.37) 和 上 式 , 式 (7.36) 可 写 为 
A(t) = f(g (i) Bg(g (~ 10), 0) 


将 上 式 两 边 从 5 到 + % 积 分 得 
站 (+ 的, 加) -A'{(t,to) 


+ 四 


= | ee 一 和 ABCG GE -加 dt (7.38) 


上 


因为 p。 是 未 扰动 Hamikon 系统 的 一 个 同 宿 点 ,于 是 有 
Jim 所 YE to)) =f(po)=0 
因此 有 
A'(+m,io) = lim A't,i = lim f(g lt to)Am (ti,s)=0 
从 而 式 {7.38) 可 写 为 


+ 于 


Asa)y =- | red 0))Ag(g (et - £0),t)dt (7.39) 
m 
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同 理 可 证 


0 
At 加) = | ete- 加 ) 并 有 (公仆 di (7.40) 


由 式 (7.39) 和 式 (7. 和 ) ,有 
fq (ON)Atg(s) - gi (10)) 
= A(to) - A' (to, to) 


= | ed — to)Ag(tq (tt - t0),£)dt 


从 而 有 
fi (g(t to))Ag(g (tt0),1)dt 
di) = eT TO 1 + Ole) 
eA + 0(e) (7.41) 
这 里 
M(t0) = [Ee -oAg(g 人- 加) di (7.42) 
称 为 Melnikov 函数 。 


如 果 放 (40) 与 扰动 参数 。 无 关 并 且 存 在 简单 零点 r, 即 M(r) =0, 由 式 
(7.41) 可 知 距离 函数 d(i) 在 z 的 附近 一 定 改变 符号 ,因为 法 向 量 请 是 一 个 常 
微量 ,由 此 可 知 一 定 存 在 r ,使 得 对 于 充分 小 的 扰动 参数 e 有 孚 (rr ) = g(r')。 
换 铝 话说 , Poincare 肌 射 Ps 存在 模 截 同 窒 点。 这 就 说 明 系 统 具 有 Smaie 马蹄 意 
义 下 的 混沌 。 

如 果 存 在 旺 数 C(x,y,1) = C(x,1) 使 得 

a6 ae 


BT 37y 8 


那么 式 (7.42) 可 写 为 


M(i) = je (1 Ag(g (tt) ,td 
TiaHa6 9HOG 
= | 


9 于 


4 


(9 (tt0)), Gg (tr 有) 


,ee 
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这 里 | 及 61 = 强 了 5 - 辽 下 是 函数 及 和 的 Poisson 括号 。 


如 果 作 变换 1 一 t+ 和,, 那 么 式 (7. 和 2) 可 写 为 


Ma) = | f(g° C2)Ag(g ,t+ to)d 


下 面 将 给 出 具有 党 宿 轨 约 平 面 Hamilton 系统 的 Melnikov 函数 。 如 果 e =0 
时 ,系统 (7.26) 有 个 双 曲 获 点 py ,pa ,p(n 宕 2); 从 pp 到 p,,, 有 噶 宿 轨 
ge (i) 连接 (i=1,2,…,n -1), 从 Pp, 到 pi 有 异 宿 轨 9 (连接 ,这 样 plpa…p， 
p; 形成 一 个 有 向 异 宿 疾 。 类 似 于 同 宿 轨 情 祝 ,我 们 可 以 得 出 关于 第 i 条 异 宿 罗 
的 Melnikov 消 数 为 


Mo) = {f(g AgC ge) ,t+ to)dt 


同样 可 证 , 当 M(t6) =0 有 简单 零点 时 ,系统 具有 Smale 马蹄 意义 下 的 混沌 。 
(3) 二 维 非 Hamilton 系统 的 扰动 系统 的 Melnikov 函数 。 考 虑 如 下 扰动 系统 
T=f(x)+tepg(x,t) (7.43) 
这 里 = (x,y) ER,f(r) = (f(x),f(x))" 不 是 基 一 通 数 生成 的 Hamilton 的 
矢量 场 ,而 gfx, 暮 =(g 人 rr 昌 ar)ECOrz2 是 关于 时 间 守 以 了 为 周 
期 的 周期 消 数 。 进 一 步 假设 当 e =0 时 ,系统 (7.26) 有 双 曲 装点 po 和 连接 这 个 
鞍点 同 窒 胃 go(1)。 我 们 可 以 证 明 该 系统 的 Melnikor 函数 为 


ti 


M(to} = je (tw)Ag(g (i i) ,it) exp| - | trByf(gee(r))dz] dt 


类 似 地 ,可 以 证 明 :如 果 MH(4o) 存 在 简单 零点 ,那么 系统 (7.43) 具 有 Smale 马蹄 意 
祥 下 的 混沌 。 

下 面 举例 来 说 明 上 面 理 论 的 应用 

例 7.7 考虑 如 下 平面 系统 


区 二 了 
=x- x +e(yoos0 — By) 
当 。=0 时 ,未 扰动 系统 有 三 个 奇 点 : 丁 个 中 心 ( #1,0) 和 一 个 鞍点 (0,0)。 未 折 
动 系统 还 有 一 个 首次 积分 : 
H(z 四 = 全 - 写 + 征 =e 《e 为 常数 ) 


显然 , 当 :一 + 四 时 进 人 鼓点 (0,0) 的 轨 线 必 有 c = 0, 即 有 
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这 是 两 条 同 宿 轨 , 道 过 积分 可 得 出 它们 关于 时 间 的 表示 为 
Tg (i) = {yf2secht, -2secht tanh! ) 
Tg =- (i) 
同 宿 较 图 像 如 图 7.15 所 示 。 


也 


他 人 OD 


图 7.15 同 宿 轨 
并 且 未 扰动 系统 在 每 一 条 间 宿 轨 内 部 有 一 单 参数 族 周期 轨道 ,这 些 周 期 轨道 可 
通过 积分 求 出 并 且 可 用 袜 圆 函数 表示 
(= (2 村 ， 于 = 之 一 3 onl 二 二 
g(t)= -g(t) 
这 里 dn、sn 和 en 是 Jacobi 椭圆 滞 数 ,而 a 是 椭圆 模 。 显 然 , 当 ac->1 时 ,六 一 和 
U1(0,0)1 ,而 当 ae->0 时 ,所 一 (1,0)。 选 取 初 始 条 侍 


ro-{ 


ez 一 


2 一 人 


那么 我 们 有 


HCOg.(1)) = Hg (1))= 
这 些 周期 轨道 的 周期 为 


= 


T*=2K(a)V 2 
这 里 K(x) 是 第 一 类 椭圆 积分 。7* 关于 椭圆 模 a 是 单 润 递增 的 , 且 im7" = 2x 
和 以 及 lim7" = + %, 以 及 
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dT* _dT*/da ,0 
dh = dH/ida > 
因此 ,未 扰动 系统 满足 三 条 假设 。 


显然 ,我 们 有 
fz) = ,x 2 ) 
g{x,y) = (0,7cos0 - 6y)" 
因此 ,对 于 同 宿 轨 道 go 的 Melnikoy 函数 为 


Mi) = | fg: (D)Ag( C2),t+ to)d 
= |# (2)[ Yeosw(t + to) - By (2) Jdt 


+ 加 
= 一 | [V27ysecht : tanht - cosw tt + ty} + 26secht + tanh’1]dt 
4 Ty 


= ~ 全 + 2ynesechl 到 ] sinwto 
显然 ,当下 列 条 件 
Ky 二 | 全 | 
yosech( 型 ) >3 7 
成 立时 ,Melnikov 函数 MM( to) 有 简单 零点 。 这 就 说 明 在 上 面条 件 下 ,所 考虑 的 扰 
动 系统 具有 Smale 马蹄 意义 下 的 混沌 。 
例 7.8 Dufhing 方程 受 弱 局 期 强迫 时 的 泥 注 运动 。 下 面 方程 
+ el + efoosant 


称 为 受 迫 的 Duffing 方程 ,这 里 5 >0,f> 0,.0< el。 上 式 等 价 于 


| > 

= — x+ x — edy + efcost 
| \ = - 十 
站 + 


有 三 个 奇 点 :两 个 鞍点 (+1,0) 和 一 个 中 心 (0,0)。 未 扰动 系统 有 两 条 异 宿 轨 ,并 
且 这 两 条 异 宿 轨 构 成 一 个 异 宿 圈 (如 图 7.16)。 
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了 


(NY,. 
Ne 


图 7.16 经 宿 圈 
不 难 通 过 积分 得 到 连接 两 个 鞍点 的 两 条 异 宿 轨 为 


w(t)= (如 | 
y (1) = :eet (2 
它们 对 应 的 Melmikov 函数 为 


Mi) = | f(g2 (2))Ag( gs (2),t + dt 


这 里 
x (4) 
中 
1 () 
-地 (2) + 
， 0 
Blgs(t),t+t0)= | -6 (1) + fooswl t+ | 


Fg (DAg( g(t) ,t+ 10) 


fg: (2)) -| 


-| 加 ja 0 

— xt) + Er) — By (1) + feosw(lt + to) 
=[ BE) + feosw lt + to} ye (1) 

因此 ,有 


+ 区 


M, (ts) = 上 |- 全 (1) + feoswlt + to) ys C(t)dt 


三 2 土 Fis coswto 
这 里 
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a -= 冬 1 = ruch| ro] 

外 村 ,(5)=0 得 

to = 证 2 

0 

要 使 这 个 方程 有 和解 ,必须 

如 <1 

A 
即 

> 于 

合 > 也 


在 上 面条 件 下 , 记 方程 coswt。 = + 名 的 解 为 纪 , 即 有 于。( 引 )=0, 又 因为 
M’ (8 ) = fsinewto #0 
所 以 二 是 简单 零点 , 故 当 


时 ,系统 具有 Smale 马蹄 意义 下 的 混沌 
例 7.9 超 导 Josephson 结 模型 。 设 1 = 1.sing 是 流 过 Josephson 结 的 电流 ， 
则 超 导 Josephson 结 模型 可 用 下 面 方程 描述 : 
~ p+sing+e[ld(l+ Kcosgp)p — (b+ aginwt) |] = 人 0 
令 9=x,p=y, 则 上 面 的 方程 等 价 十 下 面 的 平面 系统 ; 


t= 
= -sinx + efD + asinwt ~- (1 + Ecosx)y] 

当 。 =0 时 ,未 扰动 系统 是 Hamilton 系统 。 在 区 间 [ ~ *,r] 内 ,未 扰动 系统 有 三 个 
奇 :(0,0) 是 中 心 ,( -7 人 和 (x,0) 是 两 个 鞍点 , 且 有 连接 这 两 个 鞍点 的 两 条 蜡 窒 
轨道 

(1) = +2arcsin( tht) 

已 (£1) = +2secht 

不 难 求 得 对 应 于 这 两 条 异 宿 轨 道 的 Melnikov 函数 为 


M, (10) = EE (L685 + asinw(t + 10) ~ $1 + Ecosx" + (2))ys (2) ldt 


Nan ( 个 
= hfraP) 8 (6b) 


十 sinwte 
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0 co 12 + 4F wi! 、 
其 中 如 (5) = 和 ,b= = al 由 焉 | 。 显 然 , 当 * 充分 小 时 ,在 区 
间 0< 8 过 | 全 (0)1 上 ,该 系统 具有 Smale 马路 意义 下 的 混沌 。 


7.6 二 自由 度 Hamilton 系统 的 Melnikov 方法 


Melnikov 方法 对 于 高 维系 统 的 推广 也 有 一 定 的 发 展 ,例如 二 自由 度 Hamilton 
系统 的 Melnikov 方法 。 
二 自由 度 Hamilton 系统 的 运动 方程 可 写 为 
9H aH 
四 = 3pi #2 = 3p; 
3 3 有 (7.43) 
下 = ~ EP B=— 59 
这 里 全 1 和 #2 是 广 尺 坐标 ,p， 和 py 是 广义 动量 ,而 
H= H(g, g2, p12) 
是 系统 的 Hamilton 溺 数 。 显 然 系统 (7.43) 有 一 个 首次 积分 
H( gi, gq2 ,Pp1s Pp2) = 刻 = 常数 
因此 ,对 于 给 定 的 有, Hamilton 系统 (7.43) 的 轨 线 被 跟 制 在 三 维 等 势 面 万 = 天 上 
运动 。 这 将 使 我 们 能 在 三 维 流 形 上 建立 二 维 截面 和 定义 二 维 截面 上 的 Poincare 
幢 射 。 
下 面 假设 9 和 yp, 可 以 表 为 作用 - 角 量 的 岁数 , 即 
q2=900,) ps=p2(0,7) (7.44) 
其 中 gz ,p: 关于 9 是 2x- 周 期 函数 ,并 且 进 一 步 假 设 上 面 的 变换 在 某 区 域内 是 
可 道 的 , 即 可 从 上 面 两 式 解 出 
f= 8( 9 ,pa) T= 1g;,p2) 
在 式 (7.44) 变 换 下 ,系统 的 Hamilton 函数 变 为 
Higis ga(0,D) ,pspa(0, 1)) = H(g ,pi,0,1)=h (7.45) 
由 于 我 们 要 求 变换 (7.44) 是 正则 变换 ,那么 在 新 坐标 系 下 ,Hamilton 方程 (7.43) 
蛮 为 


aH a 
Yap hg 
(7.46} 
让- 5 了 i 98 
af 8 


现在 假设 从 式 (7.45) 中 可 解 出 
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了 = L(g ,pi,0,h) (7.47) 
下 面 利用 上 式 将 系统 (7.43) 化 为 二 维 非 自治 系统 。 
对 式 (7.45) 两 边 分 别 对 9 和 p, 求 偏 导 得 


aH +398 9 
ET tar. 39 一 
9 五 ,9 万 .aL 0 
3 27 dp 
由 此 有 
强 / 剖 .2 
dqf 31 ~ ~ 9g 
je 91 (7.48) 
ap 97 “ap 
下 面 以 角 量 9 代替 时 间 : 的 地 位 , 即 以 为 自 变 量 , 那 么 由 式 (7.46) 有 
dd 由 强 / 强 
dd 6 3p 37 
织 . 间 -组 / 组 
d9 日 3qlal 
于 是 由 式 (7.48) ,上面 的 方程 组 订 写 为 
本 
(gi pOEDX S$! {7.49) 
dp _ 


dg -于 (9 Pi，8， h) 


这 里 h 是 积分 常数 ,D CR 是 开 集 ,上 式 是 以 角 量 9 为 自 变 量 的 二 维 非 自 治 系 
统 。 因 此 ,将 Hamilton 系统 (7.43) 约 化 为 等 势 面 的 系统 (7.49)。 
和 
= {gp,0EDx SI HE[0,2x],h=h,| 
和 相应 映射 已 : 瑟 -> 荆 。 

为 了 推广 Melnikov 方法 ,我 们 必须 要 对 Hamilton 方程 (7.49) 作 一 个 适当 的 
处 理 。 为 此 ,我 们 要 求 Hamilton 方程 (7.49) 是 近 可 积 的 , 且 两 个 自由 度 是 解 看 
的 , 即 把 系统 (7.46) 的 Hamilton 函数 下 表示 为 

BH{q,p1,0,1) = F(g,p1) + G(I) + eH, (0q,, p10,7) (7.50) 


并 且 假 设 (7) = 耻 z0, 且 对 于 7>0 有 日 > 0, 那 么 ,对 于 充分 小 的 e ,下 = 太 关 


于 作用 量 了 是 可 解 的 , 即 可 从 方程 
Flgp)+ Ce D+e(g,p,0,1)=h 
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或 
GD=h- Fg ,pi) -eH{(g ,pi,0,1) 
可 解 出 
7= (gq p19,h)= GC (hh- Pgsp) -edi(g ,pi ,0,1)) 
将 上 式 在 h- (gq ,pi) 处 作 泰勒 腊 开 得 


1 = CR Flog,pi) -e Gh Pil pH (gsp1,0, 1) + OC’?) 


-1! 
= gph) -eh (gp)) Hg p10,1) + O(e’) 


这 里 (gi,p1,h) = C1(h- P(gi,p1))。 一 个 直接 计算 有 
1 
(Ch Fg pi))) 


纪 -上 
Gh Fi(g1,p1)) = 


_ 1 
~ ACD (gs pi h)) 


以 及 
五 (9 p10;1) 
v 3C 2 
=H {gsp1,0,L (gispih)-e 37h Fg pH ag, p07)+ Dt(e )] 


= 所 《9 p10, L(g Di 为) 十 Ole) 


因此 ,有 

_ 70 Hi(lgp dL (gp ,上 )) 2 

OO) 

一 L(g gh) + el (og | ,日 下) 十 Ot(e’) 

= Lt{p1,91,0,h) {7.51) 
这 里 

? Hlgupis0,L, (gp1:h)) 
Ligiypis0,h) = NAL gs ps hy)) 

以 式 (7.51) 代 入 方程 组 (7.49) 得 

dd 


6 = -E901,h) -eBE (qsp10,h) + Oe) 
dp 2, 31 , (7.52) 
dO = Fo gisP1ish)+e aa. (91rP1s0,h) + O(e’) 
从 方程 组 (7.52) 的 形式 来 看 , 当 8 =0 时 ,有 
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nn (7.53) 
L 
9 = 3p. (pik) 


这 是 一 个 自治 二 维 Hamikton 系统 ,假设 Hamilten 方程 (7. 53) 有 一 条 同 宿 轨 
CB) ,pO)), 则 如 = (gC9) ,pA(0))( 因 为 (gspish)=G 1 (hh- Fig, 
站 = 无 是 Hamilton 方程 (7.53) 的 首次 积分 )。 那 么 当 关 > ho 时 ,系统 (7.2) 的 
Melnikov 函数 为 


二 四 


好 (6) = | 12(g0( 的 (9 天 (人 9) 四 (9 + 有 ,1d8 


、 , 7037' ar0a 日，. 
这 里 ] 声 , 己 | = 5 了 3p130 十 Poisson 括号 。 利 用 式 (7.50) ,有 


0 了 1 
{5 A 
于 是 有 


+ 


MGs0) = | {FOG PD RDP) OG ~ ho))e + ts h) let 


因此 ,对 于 充分 小 的 。>0, 在 等 势 面 下 = 大 > he 上, 如果 存 在 克 (5) 的 不 依赖 于 
e 的 简单 零点 的 话 , 那 么 Hamilton 系统 (7.52) 的 Poincare 映射 存 取 横 截 同 宿 点 ， 
因此 也 就 具有 Smale 马蹄 变换 意义 下 的 混沌 ,于 是 系统 (7.43) 具 有 Smale 马蹄 变 
换 首义 下 的 混沌 。 
下 面 我 们 来 给 出 上 面 理论 的 应 用 。 
例 7.10 考虑 下 面 二 自由 度 系统 
E+ = te nw + aa) 
四 条 1 (7.54) 
起 + wi ~ €or ul + Zas ul uz + a 12) 
这 个 系统 等 价 于 下 列 四 维系 统 
村 三 1 
ty 二 2 
(7.55) 


2 2 2 
Vl 二 一 全 3 41 十 aiu +Ef2ai Wi Ua + oa 12 


2z 2 2 
人 2 兰 ~ I M2 + Ea + dy Wl Wa + oa tu2) 


下 面 我 们 要 证 明 上 方程 是 Hamilton 系统 ,由 
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aH _ 
3 
2 dy 
9 
| = Bm = — wu tau t+e(l2a uu + oui) 
1 
9 2 
V2 二 二 — wi + Ea U1 + as ui la + gu?) 
2 
可 解 得 
2 2 C4 3 
= 六 ( 帮 + 本 + 要 本 + 地 要 )- 生 30-e Mt Alt 


由 此 可 知 系 统 (7.55) 的 确 是 Hamilton 


作 正 则 变换 
w =, A sing = eosg 
| 他? 
那么 Hamilton 函数 变 为 
| 1 
HH = 广 如 二 可 加 本 - 卫 + twad — 


{of2 using + aa sirf 9+ A) sg) 
= F(tw mm) t+ G+eh (um, wi,0) 
这 里 
FP(u,v)=L 3 + 玉 8 世 - 3 
CCD = af 


页 ; = 一 | Ca sin + Qs 全 ws 日 + 和 (二 | 


当 s=0 时 ,系统 (7.55) 的 可 积 部 分 在 新 坐标 系 下 对 应 的 Hamilton 本 数 为 
Ho=(w wT0= Fw ,vw) + CU) 


H, 对 应 的 Hamilton 方程 为 
WW] =H 
D1 = ~ wi + ai 到 
0 = ww, 
i=0 


这 个 系统 是 解 耦 的 ,关于 wi ,v 的 方程 
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和 三 
$= 一 wu] + a 


有 两 个 奇 点 (0,0) 和 |[ 旦 ,0] 。 通过 计算 它们 的 导 算 子 可 知 (0,0) 是 中 心 
( 全 .0] 是 对 点 ,并 且 有 一 条 人 述 点 的 同 宿 


lL [| 2 1 
1 | Wi 全 1 
to = 3 —z Sech ti 也 nt 
它 对 应 的 Hamilton 量 为 
6 
1 1 Ql 3 ul 
一 TT Te 二 ”二 记 
To+ 3 W111 3 Li Ga 0 


因此 当 五 = h > jn 时 ,计算 Melnikov 函数 


+ 


M(10) = | {Fl ~ tm) 


+ 员 


三 人 VI ho) 2(h 一 ho) | uwtlt 一 所 0108 一 to)sinwatdt + 


ee(h 一 io volt 一 to)sin w, fdt 


2 
- 3 2(h _ EE 一 6] escn( | ODSCD02 to + 
1 


nes h-hh esch 2 sine 后 
1 


通过 计算 ii (to) =0 的 简单 零点 ,可 以 得 到 | 系统 (7.55) ) 存 在 Smale 意义 下 温江 
的 条 件 。 
例 7.11 考虑 如 下 有 共有 非 线 立方 项 的 系统 
| + wus a + el3a uu + 人 有 + at) 


几 3 2 2 3 
U2 + 02 Wa = E(a2u + oa ul 十 3s Uy 2 + as u2) 


上 面 系统 等 价 于 下 列 四 维系 统 
= 要 
= 
= wi tl + aii 二 Ee (Jay 1 wa + aqui tui + a i) 
人 二 一 wi + el(a2 ui + ay ul uy + Sas ui ui + asui) 
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容易 证 明 上 面 的 系统 是 四 维 Hamilton 系统 ,日 其 Hamilton 国 数 为 


到 


1 
Hs t+) - 4 


3 


2 2 2 3 Cs 4 
e{ ui, t+ Wl 十 qa Wau + 全 友 ] 


同 例 7.1 一 样 , 通 过 正则 变换 


把 Hamilton 泪 数 化 为 
B= (u,v ,1,0)= F(t) + GOD + eH (u,v ,1,0) 
这 里 


G7) = wafl 
Hi{w,r ,1,0) 


27 ;，， ol ，，， 271 2 as 天 
= 一 (a 2 ind Sin A msin 0+ 3 sin 中 
当 e =0, 即 无 扰动 时 Hamilton 函数 为 
= Fu ,0) + CCH) 
它 对 应 的 Hamilton 方程 关于 由 和 vg, 的 方程 有 三 个 奇 点 : (0,0) 是 中 心 ， 


| 举 ,| 和 | - 六 中 是 两 个 鞍点 , 且 存在 两 条 连接 这 两 个 鞍点 的 异 宿 轨 。 对 应 


于 异 宿 轨 的 Hamilton 孙 数 的 等 势 面 为 及 - 各 - 及, 异 宿 轨 方 程 为 


Hl 


uo = :十 入 


vio = < 家 
这 两 条 蜡 宿 胃 构 成 一 个 异 宿 圈 。 当 于 = > 0 时 ,Melnikov 机 数 为 


M, (#0) = emi ~ to)dt 


-mm 


+ 芭 


2th — ho) | WE ool — to)sinw, tdt + 


_ 2a, 
tw 
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2 ( 一 ho) | uot ~ tojvo(t - to)sin wtdt + 
wy Em 


1 [2(8 一 ho) J | of 一 to )sin wtdt 
2 


一 闻 


dr as be | ， 

FO— hh hesch 2 | sineoy fo + 
干 a fa 0 2 2 8 
Zn 


4 
3 - ho)csch| 
Ql | 


| sinzwo to 十 


3 ， 
> (hho jcsch me] situz to 干 
ml 


WwW2 We 


3may 


2 
WW2 人 站 1 


由 此 可 确定 在 在 Smale 马蹄 意义 下 混沌 的 条 件 。 
思考 题 


1. 考虑 纳 维 - 斯 托 克 期 方程 的 一 种 截断 可 得 如 下 五 维 截 谱 模 型 


1 = — XI + da ra + dX ts 


(h- ho ycseh re sin3eon 
2 


X= — Ox7 十 往生 | 区 
Xa 二 一 Sxa 一 Tx x + Re 
4= — HX4 一 TiYs 
Es = — Ke — BX 
这 里 x,(i=1,2,3,4,5) 是 谱 展 开 系 数 , Re 是 雷诺 数 。 试 通过 数值 计算 证 明 当 雷 
诺 数 Re 的 数值 超过 29 时 ,系统 会 出 现 混沌 状态 。 
2. 通过 数值 计算 证 明 ,化 学 反应 动力 学 中 的 化 学 反应 模型 
各 =%(el x + + 
se 
2Z=2z{aa -Xt— ksr)+ a 
在 后 =0.25,k =10 ,k=0.5,a =30,0; = ai=10 ol=16.5,ai =10 时 出 
现 混沌 。 
3, 通过 数值 计算 证 明 , 化 学 反应 中 的 有 Rosselor 模型 
[ee 
7=Br-xy 
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当 有 =0.4,B8=1.2,a =0.12,w =0.9 时 出 现 混沌 。 

4. 在 Riasler 系统 中 国定 b =2、c = 4, 而 参数 a 作为 可 变动 参数 , 试 画 出 a 
取 下 列 数值 时 Rissler 系统 的 吸引 子 ; 

(1) a =0.3( 极 限 环 ); 

(2) a =0,35( 周 期 2); 

(3) a = 0.375( 周 期 4); 

(4) a = 0.386( 四 带 混 沌 吸引 子 ); 

(5) a = 0.3909( 周 期 6); 

(6) a = 0.398( 单 带 混 沌 ); 

(7) a =0.4( 周 期 5); 

{8) a =0.411( 周 期 3)。 

5. 用 数值 方法 计算 Lorenz 系统 的 最 大 Lipuvnaov 指数 。 

6, 用 Melnikov 方法 找 出 扰动 单 欣 系统 

| +sing +e{(HO + Yooswt) =0 
具有 Smale 马蹄 意义 混沌 的 一 个 充分 条 件 。 

?. 证 明 依 赖 于 时 间 的 Hamilton 函数 


对 应 的 Hamilton 系统 对 于 充分 小 的 ,在 一 定 的 条 件 下 存在 Smale 马蹄 意义 下 的 
混沌 。 

8. 催化 反应 Flickering 振动 模型 ,该 模型 可 以 用 下 列 平 面 系 统 描 述 : 

t=y+m+e(ly + myoosw) 
(,- 一 z+ +) 

试用 Melnikov 方法 确定 该 系统 存在 Smale 马蹄 意义 下 混沌 的 充分 条 件 。 

9. 两 种 群 捕食 者 和 被 捕 者 的 生态 模型 可 以 用 下 列 半 面 系统 描述 : 

[ =x(f- ax—-2by)+elAxr + (A + AX) cost | 
F=7( -f+2ar+ by) + el -Ay + (CAs Ayy) eosewt] 

这 里 x(t) 是 被 捅 者 ,y(1) 是 捕食 者 。 证 明 , 当 。 充分 小 时 ,在 一 定 的 条 件 下 系统 
的 发 展 是 不 可 预测 的 。 

10. 从 一 个 实际 工程 问题 出 发 ,首先 建立 其 动力 学 模型 ,然后 用 本 章 的 方法 
研究 (直接 考察 或 通过 找 动 }) 该 系统 的 混 汕 行为 。 
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由 第 五 章 知 道 孤 立 子 是 色散 和 非 线 性 相互 作用 的 结果 ,也 知 道 波 幅 较 大 的 
波 比 波幅 较 小 的 波 行 进 得 快 , 且 通 过 求解 非 线性 偏 微分 方程 的 行 波 解 并 利用 同 
宿 轨 或 异 宿 轨 获 得 单 峰 扳 立 子 。 事 实 上 ,许多 时 候 孤 立 子 是 多 峰 的 ,我 们 将 用 反 
散射 方法 求 出 具有 多 峰 的 孤立 子 。 对 于 多 蜂 孤 立 子 ,波幅 较 大 前 波 比 波幅 较 小 
的 波 行进 得 快 ,那么 在 行进 一 定时 间 后 ,波幅 较 大 的 波 会 赶 上 波幅 较 小 的 波 ,就 
会 发 生 两 波 “ 相 撞 ” 的 现象 。 十 分 有 趣 的 是 ,两 波 并 不 因 相 互 磁 挤 而 受到 带 响 ,而 
是 碰撞 后 仍 以 原来 的 形状 和 速度 行进 。 但 碰撞 后 ,速度 快 的 波 跑 在 速度 小 的 波 
的 前 面 。 这 就 是 说 孤立 子 具 有 高 度 的 稳定 性 。 这 种 稳定 性 可 以 用 各 种 守恒 量 加 
以 解释 。KdV 方程 稳定 孤立 子 的 存在 正好 从 理论 上 解释 了 罗素 于 1834 年 在 爱 
丁 堡 道格拉斯 哥 的 适 河中 发 现 的 孤 波 现象 (网 5.6 节 )。 非 线性 薛 定 谓 方 程 稳定 
孤立 子 的 存在 为 孤 波 通讯 提供 了 理论 基础 。 

下 面 就 求解 孤立 于 的 反 散 射 方法 以 及 孤立 子 的 一 些 基本 性 质 作 一 个 简单 介 
绍 。 


8.1 反 散 射 方法 


(1) 重子 力学 中 的 正 散 射 方法 。 
从 所 阁 知 ,量子 力学 中 著名 的 一 维 薛 定 谓 方 程 为 
VY-(u-A)V=0 {8.1) 
其 中 更 为 波 函 数 ,zfx, 电 为 位 势 函 数 ,) 对 应 子 能 谱 ( 即 特征 值 )}。 所 请 正 散 射 
方法 就 是 在 已 知 位 势 郴 z 的 情况 下 求解 需要 了 解 的 称 为 散射 数据 的 物理 重 以 
及 波 靖 数 耿 。 
我 们 已 经 知道 , 当 x-* + m ,位 势 ua 一 0 时 , 当 1<0 时 薛 定 廖 方程 有 有 限 镍 
个 离散 湾 1 = 一 后 (n=1,2,…, 入 ); 而 当 4 >0 时 为 连续 谱 A= 扬 (-w<k< 
+ mm, 点 为 实数 )。 对 于 固定 的 1, 定义 苹 定 记 方 程 (8.1) 的 正 散 射 问题 的 解 满足 
边界 条 件 
Vrh ~e 岂 十 下 ee x 十 的 
Pr, ki) ~ alk, te ™ x 
并 且 它 的 有 界 态 的 解 满足 边界 条 件 
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ork) ek (te hm t+ 

(x, ks, (1),t) ~ em’ xX 
其 中 8(&8,1) 称 为 反射 系数 ,a( 上 ,1) 称 为 透射 系数 ,而 c。 称 为 衰减 因子 , 且 特 征 
函数 秋 , 满足 


PE 


下 dx = 1 ( 归 一 化 条 件 ) 


而 反射 系数 和 透射 系数 满足 条 件 
Lalz+152=1 
因此 ,我 们 可 以 详细 地 描述 莅 定 袜 方程 的 正 散 射 问题 如 下 :给 定位 势 函 数 
,寻求 散射 数据 ,on , al) ,5(E) ,并 决定 波 函 数 更 。 
{2) Kay 方程 与 反 和 散射 方法 


KdV 方程 
2 — 6u,. + Ws =0 (8.2) 
与 一 维基 定 雇 方 程 有 密切 的 联系 。 设 u 是 茧 定 刘 方程 的 解 , 则 如 下 Riccat 方程 
山寺 扩 十 = (8.3) 
把 未 知 函 数 v( ,人 与 “联系 在 一 起 。 以 = 豆 代 入 式 (8.3) 得 
P(A)V=0 (8.4) 
这 正 是 一 维 薛 定 朝方 程 。 另 一 方面 ,由 式 (8.4) 有 
= 本 十 下 


将 上 式 代 入 KqV 方程 (8.2) 容 易 得 出 
A + (ER, - VR),=0 {8.5) 
这 里 
R= P+, (+A ,= ,+P -本 +2)Y, {8.6) 
事实 上 , 解 方程 (8.5) 并 不 比 直 接 去 解 KdY 方程 容易 。 因 此 就 有 所 谓 反 获 
射 方 法 。 反 散射 方法 的 主要 思想 是 :首先 由 KdY 方程 的 初始 条 件 从 方程 (8.5) 
决定 萃 定 读 方程 的 散射 数据 后 、c,、a(8) 和 BC8), 热 后 决定 位 势 函 数 (x,1)。 
下 面 的 问题 是 怎样 用 初始 条 件 决 定 散射 数据 ?我们 知道 KdV 方程 的 孤立 
子 解 (x, 由 当 xw*+wm 时 ,有 (x;?) 一 0, 也 就 是 说 当 wx 一 证 om 时 , 薛 定 廖 方程 
的 位 势 趋 于 零 。 由 此 及 前 面 内 容 可 知 , 当 x 一 + wm 时 ,对 应 于 离散 谱 A,(n = 1， 
2," ,入 ) 的 特征 函数 亦 , 和 伙 , 的 导数 以 及 = 都 趋 于 零 , 那 么 在 方程 (48.5) 中 以 
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4 代替 1 以 及 以 灾 , 代 符 于 后 ,并 两 边 从 -mm 到 + %w 积 分 得 


+ 


4 | 本山 =0 n= 120N (8.7) 


= 办 


但 | dt = 1 ,因此 由 式 (8.7) 有 


Au = ,= 常数 n=1,2, ,NN 
这 就 是 说 莓 定 刘 方程 的 反 散 射 问题 只 需 从 Kdv 方程 的 初始 条 件 就 可 以 决定 其 
离散 谱 的 一 切 散射 数据 。 下 面 来 决定 这 些 散射 数据 。 


我 们 知道 , 当 谱 4 与 时 间 无 关 , 即 党 = X, =0 时 ,方程 (8.5) 可 写 为 
(CR, - YR), =0 


由 此 有 
VR, - VR= D(:) (8.8) 
显然 上 式 可 等 为 
2 更 
{VR), = ER) + D{t) 
由 此 有 


WR = or (p00 le dean + ci)) = we 人 DC 昌 + cl)] 


因此 
R= Ct | ds 
- )w + D(a)W| 有 (8.9) 
对 于 离散 谱 1、 和 它 对 应 的 特征 函数 得 , ,由 式 (8.8) 有 
VR BR, = DD(:) (8.10) 


由 于 当 * 一 + o ,更 , 以 及 它 的 导数 都 趋 寺 零 ,那么 式 (8.10) 有 D2(t) =0, 从 而 由 
式 (8.9) 有 
R= C(t, 
由 上 式 及 式 (8.6) 有 
Ps + Pe BP + 2 ) Ee = CO) 
将 上 式 两 边 对 x 从 - “到 + %“ 积 分 得 


+ 十 节 + 的 


CO) | wa = | (Wd + | (vv 2, ~ 3 ) dx 


由 边 值 条 件 有 
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CO) [wa = 0 


从 而 C(4) =0。 因 此 总 =0, 即 
V+ 3+ v=0 
由 于 当 sx 一 + % 时 ,于 ,二 c(t)e ,以 该 式 代 入 上 式 得 
ci (i)e Mr — hic, (t)e” hr +3Akc (i)e m=0 
注意 到 4, = - 心 ,那么 由 上 式 得 
c(t) =46c, (1) 
由 此 有 
ol1) = 0, (0) er n=1,2, ,NN (8.11) 
其 次 ,对 于 连续 谱 ,可 以 认为 4 与 时 间 ; 无 关 , 于 是 其 对 应 的 特征 函数 满足 
式 48. 甸 ,同样 将 当 “>m 时 特征 函数 的 新 近 解 灾 (x 7) 才 al8,1)e* 代 入 式 
(8.9) 得 


a + ik ro + 3iAka = Cli)a+ 2 eas 
沙 D(1) =0, 令 A= 丰 , 上 式 可 化 为 
oa’ + (4iF ~ C(t a=0 (8.12) 
同样 当 x 一 4+ o 时 等 征 函 数 渐 近 解 
更 (下 站 se “+b(k,t)er 
代入 式 (8. 另 后 ,并 取 e 上 和 ex 项 前 的 系数 函数 都 为 零 可 得 
人 C( 
Bik +3A)b= C(t)b 
由 此 有 C08) =4i 司 ( 因 和 = 忆 )。 因 此 ,由 式 (8.12} 以 及 上 面 方程 组 中 的 第 二 个 
方程 可 得 
[CD ab)e 
alk,t}= a(lk,0) 
上 面 已 经 确定 了 所 有 的 散射 数据 ,那么 剩 下 来 的 问题 是 怎么 利用 这 些 已 确 
定 的 散射 数据 来 确定 位 势 函 数 a(x,1)? 反 散射 问题 的 位 势 由 下 式 决定 : 


u(t)= -2 K(x x,t) (8.13) 
其 中 天 满 足 如 下 积分 方程 (GLM 方程 )， 


K(x,yst) + B(x + yt) + [By + 230) - K(x,zst)dz = 0 {8.14) 
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y>x, Kix,ast)0 sr+m 
积分 方程 (8.14) 的 核 为 


B(x,t) = > c(i)e + 下 | 6h i)evdEk (8.15) 


这 样 , 通 过 求解 醉 定 谓 方 程 的 反 和 散射 问题 可 以 获得 Kdv 方程 的 于 列 初 值 问题 的 
解 


和 Ww<x<+m,t>0 (8.16) 
u{%,0) = uo(x) 
综 上 所 述 , 求 解 过 程 如 下 : 
中 求解 详 问 题 
-Lutx) -AlF=0 {8.17) 


由 此 可 以 确定 散射 数据 到 ,c(O) 和 BCk,0) ,进而 可 以 确定 oo 的 和 b(k, 1)。 
@ 计算 积分 核 


nN jm 
Blx + yt) 二 De (1) et + 去 | b{k, ft)e dk 
1 


= 六 co ith ,二 | (kOe rt (8.18) 
人 解 积分 方 和 
K(x,sy,t) + B(x + yt) 十 [Ew zt) +» Klx,z,t)ds =0 (y > 
由 此 可 解 出 K(x,y,z) ,进而 可 得 位 势 通 数 
(x,t) = 2 K(x, #1) 
用 一 个 框图 表述 上 面 过 程 如 图 8.1 所 示 。 


Bt DD 
Ee Kenn 
URE | NA 
_ | 
i COO mt 2 站 


图 8.1 求解 势 函 数 框图 
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这 样 ,就 把 解 非 线 性 Kav 方程 的 初始 值 问题 化 为 解 二 个 线性 方程 ,一 个 是 
解 一 个 二 阶 线性 常 微分 方程 的 Sturm-Liouville 问题 ; 必 -个 是 求解 线性 积分 方 
程 。 

下 面 举例 说 明 反 散射 方法 对 求解 Kay 方程 的 孤立 子 的 应 用 。 在 式 (8.15) 
中 ,如 果 令 其 下 ,=0, 那 么 有 


Blx,t) = Blx) 一 DE 


对 于 KdY 方程 ,我 们 有 c= ec,(1) = (0)e 4 量 >0 是 互 不 相同 的 。 以 上 式 
代 人 式 (8.14) 得 


种 


得 NN + 
K(xsy,t) + Dee ht + Dales hn Kx, st)dz = 0 (8.19) 
1 


n=1 


事实 上 ,积分 方程 (8.19) 有 许多 解 。 然 而 ,只 需求 出 它 的 一 个 解 即 可 。 下 面 来 寻 
找 式 (8.19) 的 下 列 形式 的 解 
K(x,y,t) = K(x,y) = 一 2 endn x)e (8.20) 
这 里 $b (x m= 1,2，…… 六 ) 是 待定 函数 。 以 式 (8.20) 代 大 式 {8.19) ,并 令 e A 
前 的 系数 活 数 为 零 得 
p(x) 十 > os - Os. (x4) = ee 4 m= 1,2,…,N 


这 是 一 个 以 页 和， 败 交 末 外 和 的 线性 方程 组 ,我 们 可 以 用 代数 方法 来 
它 。 上 面 的 方程 组 可 写 为 矩阵 形式 


{T+C) 中 = e (8.21) 
这 里 了 是 六 阶 单位 矩阵 ,而 


Ce eh 
ce 
p=, 
2={ce ,ce 2 Cwe er 
线性 方程 组 (8.21) 有 唯一 解 。 因 为 C 是 对 称 矩阵 ,并 且 由 于 
(用 后 j 才 


和 
2 2 wnscnce FE- + -| [Done ld >。 


m=1 n=1 


可 知 C 是 正定 矩阵 ,因此 I+ C 是 可 道 和 矩阵。 这 样 可 以 通过 解 式 (8.21) 求 出 


,因此 我 们 进一步 可 求 出 K(x, y,t)o 通过 直接 计算 可 


得 无 反射 系数 的 位 势 为 
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U(x,t) = -2 oldet(1+ C)] 


这 样 就 获得 了 Kdy 方程 解 。 
例 1 取 wix,0) = wolx) = -2sech?%, 在 这 种 情况 下 , 式 (8.17) 可 号 为 
(as0ch + A) =0 


可 以 用 超 几 何 商 数 求 出 上 面 方程 的 解 , 它 具有 一 个 离散 特征 值 为 = 1, 因 而 可 求 

出 cl(0) =Y2 0500) =0, 因 此 5b(k,?) =0(Y t=0) ,这样 我 们 有 
B(x,1) = 0 

从 而 积分 方程 (8.14) 可 写 为 


+ 中 


K{x, yt) + 2e ?+ 24 [hlss st)e ds -0 


令 K(x,Y,b) = L(x,t)e 那么 上 面 的 积分 方程 可 写 为 


+ 


L(x,t) + 2 4+ 26'L(x, 1) | edz = 


由 此 有 
Lr) = 7s K(x ,y= 六 
于 是 可 以 求 得 KqY 方程 的 解 为 
utx,t) = -2 K(x, xy -让 中 -2sech (x —41) 


例 2 取 位 势 满足 条 件 wo(x) = w(x,0) = -6seohs, 那 么 在 这 种 情况 下 , 式 
(8.17) 可 写 为 


2 
+ + Gsechi x ) =0 
i 


解 上面 谱 问题 得 
1 


Ai= -4 V(x) = sch x 


站 


hs=-1 V(x) = tanhs "sechx 


由 此 可 得 ci(0) = 12,c(0) =6, 这 都 是 无 反射 的 ,5(k) =0, 于 是 直接 计算 有 
B{x,1) = 12e" 2?* + Oe» 
Je-2*-7 _ 38- 呈 + 加 Cen-* -2 _ Ge -2 
K(x,y,t)= [3eesh(x — 281) + cosh(3x - 3 日 下 
由 此 可 得 位 势 函数 为 
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3+ 4cosh(2x; + 241) + cosh(4z) 
[3cosh( wi - 12#) + cosh(3x; — 124) J 
这 里 x, = x -161。 事 实 上 ,这 是 一 个 具有 两 个 峰 的 孤立 子 。 我 们 可 以 通过 计算 
机 蘑 图 来 着 其 两 个 峰 的 相互 作用 。 
有 反 散 射 方法 对 求解 非 线性 Kdy 方程 的 初 值 问题 是 十 分 有 效 的 。 下 面 将 反 
散射 方法 加 以 推广 ,以 便 可 和 解 一 些 其 他 的 非 线性 偏 微分 方程 。 
考虑 一 般 的 非 线性 方程 


u(x,ft)= -12 


u, = Etu) (8.22) 

其 中 是 一 个 非 线 性 偏 微分 算 子 。 
在 前 面 我 们 解 KdY 方程 时 ,其 反 散射 问题 的 谱 问 题 取决 于 下 面 两 个 方程 
| -+ 
T= -V+3u+A)T, 

这 里 位 势 是 Kdy 方程 的 解 。 由 上 面 方程 组 中 的 第 一 个 方程 式 得 ji 下 , = 
-+ + .以 此 代 人 上 面 方程 组 中 的 第 二 个 方程 ,那么 上 面 方程 组 变 
为 


-WV +ur= A 
| (8.23) 
,= -4 +6uP, + 3uy 
如 果 引 进 两 个 线性 算 子 
Lo= -+tu = 4 人 +6a9.+3u 
那么 式 (8.23) 可 写 为 
ov= A 
| (8.24) 
,= Mo 


这 里 线性 算 子 L。 和 MM, 要 满足 所 谓 的 相 容 性 条 件 , 即 以 5, 和 M6, 代 人 下 面 的 
Lax 方程 
Lu+[L,M,]=0 
可 得 出 KdY 方程 。 事 实 上 的 确 如 此 ,不 过 要 注意 微分 算 子 的 运算 与 一 般 微分 的 
运算 是 不 同 的 。 
为 了 推广 反 散射 方法 ,我 们 引进 两 个 线性 算 子 工 和 ,这 里 工 和 六 与 式 
{8.22) 的 解 相 联系 并 且 满 是 下列 方程 
(2 ) 更 
更 = ME 
式 (8.23) 中 的 第 一 个 方程 就 代表 谱 问 题 。 如 果 我 们 假设 谱 与 时 间 ; 无 关 , 即 
4,=0, 那 么 对 式 (8.25) 的 第 一 个 方程 两 边 对 : 求 导 有 
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Ly + I = 
以 式 (8.25) 代 入 上 面 的 方程 得 
LY+IMY=AMY = M(Y)= MLY 


因此 有 
(L+LM- MIL)W=0 
从 而 得 到 Lax 方程 
L+IM-ML=0 
或 写 为 


L+[lL,M]=0 {8.26) 

这 里 [ 工 ,M]j = LM - ML 是 换 位 了 于 。 式 (8.26) 也 称 为 相 容 性 方程 。 

注意 ,在 式 (8.25) 中 的 子 线性 算 子 工 和 对 可 以 用 更 一 般 的 线性 算 子 矩阵 来 
代替 。 

类 似 于 解 Kaqy 方程 的 初 值 问题 ,对 求解 式 {8.22) 的 初 值 问题 , 即 给 定 初 值 
条 件 u(x ,0) = uo(%), 求 满足 式 (8.22) 的 解 w(x,1) 可 通过 如 下 三 步 闭 得 : 

名 利用 初始 条 件 wo(x) 计 算 特征 函数 在 x 一 + wm 时 的 散射 数据 (如 算 子 工 
的 谱 ,反射 或 透射 系数 等 )。 

@ 求 散射 数据 随时 间 的 变化 ,由 式 (8.25) 的 第 二 个 方程 考虑 当 * 一 上 % 时 
亚 的 渐 近 行为 ,计算 散射 数据 随时 间 的 变化 规律 。 

地 求 反问 题 的 解 。 从 已 知 的 工 的 散射 数据 作为 时 间 的 函数 ,构造 解 
u(x,t)o 

对 于 KdY 方程 ,我 们 很 容易 确定 了 工 和 用 ,但 对 一 般 的 方程 (8.22) ,并 不 能 
很 容易 确定 算 子 工 和 型 。 找 出 适合 条 件 的 非 平凡 的 线性 算 子 工 和 型 是 解决 问 
题 的 关键 所 在 。 

事实 上 ,即使 找到 了 算 子 工 和 对 ,我 们 有 时 也 不 能 得 到 方程 (8.22) 的 非 平 
凡 解 。 例 如 , 取 一 组 线性 算 子 工 和 开 如 下 : 

9 


2 
L= -Fr3+uy,t) M=3. 


那么 ,显然 有 
L=u, {M,L]=u, L=[M,L] 
由 此 可 推出 uw = wu ,从 而 uu = fx + 1)。 这 是 行 波 解 ,我 们 并 没有 得 出 有 意义 的 
新 解 。 
对 子 一 般 的 方程 (8.22) ,我 们 难以 找到 满足 条 件 的 线性 算 子 工 和 闻 , 但 对 
于 若干 类 非 线性 坑 微 分 方程 我 们 已 成 功 地 找到 了 这 样 的 线性 算 子 三 和 对 ,例如 
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非 线 性 苹 定 读 方 程 。 
下 曾 考 虑 更 一 般 的 情况 ,所 谓 的 AKNS。 我 们 在 方程 组 (8.25) 的 第 一 个 方程 
中 到 
. ， 
1 1 了 7 -iqtx,t) wr 1 (v0) 
= 区 ,上 二 
rix,t) -ij 总 W(x,t) 


这 里 g(x,i) 和 r(x,t) 均 为 任意 可 微 函 数 , 这 样式 (8.23) 的 第 一 个 方程 可 写 为 
i ig, = A 
1 -i¥,. = AY, 
同样 ,如 果 在 方程 组 (8,25) 的 第 二 个 方程 中 取 
ACtxst A) Blx,t,A) 
CirytsA) — Alx,t,A) 
那么 方程 (8.25) 的 第 二 个 方程 可 写 为 
VD,= AV + BY, 
的 = CY - 47， 
将 式 (8.27) 中 的 两 个 方程 的 两 边 对 变量 1 求 偏 导 得 
i — iq, -igY,, = AW,, 
(i +irB, - iV,, = AY,, 
将 式 (8.28) 中 的 两 个 方程 的 两 边 对 变量 x 求 偏 导 得 
| = AVI + AY, + BY, + BY,, 
Vs = C+ CCW, -AY, ~ AY,, 
以 式 (8.30) 代 入 式 (8.29) 得 
人 + AV'. + HV, + 了 = -这 + 各 + 9， 
CV + CF, - AV, AV,, = 有 + 
利用 式 (8.27) 和 式 (8.28) ,在 式 (8.31) 中 消去 多), ,入 ,, , 王 1, ,六 ,得 
A + 4 -A + qT) + BY, + BAY, + ry ) 
= iA(AV, + BP,) + gq, +g( CY - AW,) 
Cy + CiAW, + qs) ~ A - A(iAY, + ri ) 
=r +r A + BY,) +iA(CY - AY,) 
让 上 面 两 式 中 左右 两 边 的 委 | 和 区; 前 的 系数 函数 分 别 相等 得 


(8.27) 
"| 
(8.28) 
(8.29) 
(8.30) 


(8.31) 
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A,.+ Br= Cg 
B, +2iAB = gq, -2Ag 
0, ~ 2iAC= 7,+24r 
Cq—A= Br 
事实 上 ,在 上 面 方程 组 中 的 第 一 个 方程 和 第 四 个 方程 是 完全 相同 的 ,于 是 上 面 方 
程 组 可 化 为 
4 = (4 - Br 
gq, = B, + 2iAB + 2Ag (8.32) 
r= C0 -IAC -24r 
上 面 的 过 程 说 明 :对 于 给 定 的 初始 条 件 r(x,0) 和 gtx*,0) ,我们 可 以 用 式 
(38,27) 寻求 离 散 特 征 值 ( 它 不 随时 间 改 变 而 改变 ) 和 初始 时 刻 的 特征 函数 
让 (x,0,4) 和 各 ,(x,0,4) 在 |x1 一 + % 时 确定 散射 数据 。 显 然 ,如 果 给 出 一 组 
dns 和 r, 原 则 上 由 方程 组 (8.32) 可 求 出 4、 日 和 Ce 然后 ,我 们 可 以 利用 方 
各 组 (8.28) 求 出 特征 函数 生 , 和 包 , 的 痢 近 形式 (在 1sl~+ o) 随 时 间 的 变化 ， 
再 求 出 下 一 时 刻 的 位 热 g(x,t) 和 r(x,:)。 
事实 上 , 解 方程 组 (8.32) 并 非 易 事 。 下 面 就 一 种 简单 情况 来 解 方程 组 
(8.32)。 将 4, B,C 取 为 的 三 次 多 项 式 , 即 取 
4 = vay B= 3 0 = yy 
j=0 1=0 j=1 
以 上 面 各 式 代 人 式 (8.32) 后 ,并 比较 各 式 商 边 A'(i =0,1,2,3,4) 系 数 可 得 
as=7 9 -fr 
al = Yiq 一 Pr 
ar= Yq-Pr 
as= 7g-Pr 
以 及 
gq =+2a'g r = 各 一 2a0r 
有 +2i 名 +2alg=0 7 -2i7 -20r=0 
B+2iF +2a gqg=0 y: -2iy! -2ar=0 
B+2F +2a gqg=0 7 -2iy -2ar=0 
不 =0 2 =0 
解 上 面 三 个 方程 组 得 
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2 


= a qr -二 (or — gsr) + a {0,1) 


al 3 


= +a (0, 1) 


a =a (0,1) = a (t) 
a =a (0,1)= of 


和 
=ial (0,1)g+ 广 0 Pr 
B=ia?g -地 eg 
FP =ia’g 
p=0 
和 
i (0, r++ 加 
YL= ie r+ 本 a 
2 
ia 7 
3 -0 
以 及 
和 = 一下 3 -6qrg.) -了 了 age ~ 297) +ia!g, +26980 . 
{8.33) 
Fi = -< (Cr -6gm,) + 村 af rs 20 ) + ialr - 250r 


这 里 &* = a (0,2),&8 =a (0,:)。 如 果 让 gq 和 满足 某 种 关系 ,那么 式 (8.33) 中 
的 两 个 方程 化 成 只 有 一 个 未 知 函数 的 方程 ,我 们 称 这 个 过 程 为 方程 的 约 化 。 下 
面 考虑 几 种 简单 的 情况 : 
D 令 店 ==a =0,a = -4i。 显然, 如 果 取 ;= -1, 方 程 组 (8.33) 中 的 
两 个 方程 合并 为 -个 方程 如 KdV 方程 
1: + O99: + Ge OO 
如 果 取 r = 二 9, 方程 组 (8.33) 中 的 两 个 方程 合并 为 mkdv 方程 
q+69 q+ qm = 0 
加 邻 a=al=a =0,a:= -2 如果 取 r= 干 9" ,方程 组 (8,33) 中 的 两 个 
方程 合并 为 非 线 性 薛 定 谓 方 程 
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4 -igu F219 4” =0 

.这 里 4' 是 q 的 复 共 四 。 

从 前 面 我 们 已 经 看 到 ,对 于 KdV 方程 的 初 值 问题 ,证 明 谱 ( 邵 特征 值 ) 是 党 
数 的 工作 就 相当 于 完成 用 反 散 射 方法 解 KdY 方程 的 一 兴工 作 。 而 对 于 AKNS， 
只 要 将 某 一 偏 微分 方程 写成 Lax 对 形式 , 即 方程 组 (8.25) 和 (8.26) 的 形式 ,就 相 
当 于 用 反 散 射 方 法 解 KdY 方程 时 证 明 谱 是 常数 的 工作 。 下 面 的 工作 是 要 决定 
AKNS 的 散射 数据 , 然 面 这 一 工作 与 决定 Kdv 方程 的 散射 数据 不 一 样 ,因为 线性 
算 子 工 一 般 丰 是 自 共 斩 算 子 。 当 工 不 是 自 共 且 算 子 时 ,其 特征 值 可 以 是 复数 。 

解 关子 特征 函数 的 方程 组 (8.27) 得 


Fi, 三 一 iAY¥, + TY， 
| 。 {8.34) 
YY, 三 iA, + WE 
为 了 方便 起 见 , 将 土 面 的 方程 组 写成 矩阵 的 形式 
3 -iAcs E+ UF (8.35) 


这 里 
/11 0 _ 0 q(t) 
-| 请 Ue) = (oe, 0 】 
下 面 来 考虑 特征 岁数 的 浙 近 行为 。 考 虑 所 谓 的 零 边 界 条 件 : 即 当 |x | 一 + 
时 ,位 势 g>0,r 一 0。 那 么 当 1x1-*+ ww 时 ,方程 组 (8.35) 的 渐 近 形式 为 
= -iAg 亚 
上 面 方 程 组 的 一 般 解 为 


ee 


由 此 可 以 很 容易 写 出 该 方程 组 的 两 个 基本 解 为 
W(x "=(* | 到 (zx =| w] 
1 7 0 2 ? ew 


有 了 土 面 的 知识 之 后 ,我 们 定义 关于 特征 函数 的 方程 组 (8.35) 的 一 个 解 矩 


阵 
Bx,t,A)= (由 (x,t,4) ,$B, (x,1,4)) 
满足 边 值 条 件 
Birt,A)re 2 当 x>-%w 时 (8.36) 
这 里 由 和 中 ,是 方程 组 (8.35) 的 解 。 式 (8.36) 写 为 分 量 形式 : 
(r,tsA)>P(r,A) x -mH {8.37) 
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和 . . 
$x A, (x,2) 当 x 一 -ww 时 (8.38) 
类 似 地 ,可 定义 关于 特征 函数 的 方程 组 (8,35) 的 另 一 个 解 矩阵 

prs) = (PCs, tA), WB, (x,t, A)) 


满足 边 值 条 件 

Wx,t,A)re 5 当 x 一 +o 时 (8.39) 
这 里 罗 . 和 更 , 是 方程 组 (8.35) 的 解 。 式 (8.39) 写 为 分 中 形式 : 

xlsA) P(r,A) r+ w 时 (8.40) 
各 

是 (xz ti) 一 到 (xz r+ wm 时 (8.41) 
由 上 面 边 值 条 件 定义 的 解 四 x, 和) 中 (rt,A) (x,t,A) 和 W, (x,1, 和 A) 
称 为 Jost 解 。 


Jost 解 有 一 些 基本 性 质 : 
中 解 矩 阵 硬 (x ,1t,4) 和 更 (x,1,4) 的 行列 式 都 为 1。 我 们 只 证 暂 (x,!,4) 
的 行列 式 为 1。 记 


ee] 0 
bt) 人 bi (x, tA) 
那么 由 方程 组 (8.34) ,有 
日 9 $7 由 .4 四 a .四 
xdet D(x, tA)] = 和 $7 9g- | ， $a 
APT 7 


| $A + 
+ 
= iA $y + gp $7 iA 
rp Py + iAgy $i + iAr $7 ~ gp $7 
=0 
由 此 有 det[ 信 (x,t,4)] = 6(1,4), 在 该 式 两 边 令 x 一 ~ om 得 554)=1, 即 证 明 
全 (x ,2) 的 行列 式 为 1。 
名 因为 四 _ 和 中 ,是 方程 维 (8.35) 满 足 不 同 边 值 条 件 的 解 ,因此 它们 是 线性 
无 关 的 ,从 而 它们 可 作为 方程 组 (8.35) 的 一 组 基础 解 系 。 同 理 ,更 _ 和 更 , 也 可 
作为 方程 组 (8.35) 的 一 组 基础 解 系 。 两 组 不 同 的 基础 解 系 之 间 可 相互 线性 表 
出 ,因而 存在 可 北 矩 阵 了 = T(1 ,1)( 称 为 Monodromy 短 阵 ) 使 得 
Dr,t,A)= T(E,A): Bix, 1,2) (8.42) 
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这 里 
ea bls,a) 
rl) (00) a 1) | (8.43) 
对 式 (8.42) 两 边 取 行 列 式 得 
det®B (x ,1,A) = detT(1,2)-det( x,t,A) (8.44) 


由 于 det[ P(x,t,4)] = det[ W(x,1,4)] =1, 于 是 由 式 (8.44) 可 得 detT(1,4)= 
1, 如 有 


ad +bh=1 (8.45) 
由 式 (8.42) 有 
TOAMD) = Bx,t A) i Bx,t,A) (8.46) 
因为 解 和 矩阵 更 (* ,4 ) 的 行列 式 为 1, 不 难 证 明 它 的 遂 和 矩阵 为 


Vi  - 囊 
Ws) (wy, ) | 


-Vi 更 
这 里 曙 - = (更 | ,更 刀 , 更 ,=【 台 有; )'。 于 是 
by 一 到 g Ea 
-Yi 归 | | | 
Ea Vy 一 友 Eo 办 Vy 一 ay Vy 
| Wi 病 
- (ws ,更 , ] Wg$,,w, 中 
WE_,$.] WE ,$,] 
这 里 环 [由 罗 ] 是 方程 组 (8.35) 的 两 组 解 的 朗 斯 基 行列 式 。 比 较 式 (8.43) 和 上 
式 ,我 们 得 
人 2 WI (xs aA), ,Cx,t,2))] = WL, (xs5,A4),@, (x,1,4)] 
BA = WE. Gxt52) .x,t,A)] A(t,A) = WE (x,1,4),$, (x,4,A)] 
上 面 的 过 程 还 没有 指出 应 当选 择 哪 些 量 为 散射 数据 。 为 此 ,我 们 将 方程 组 
(8.42) 写 成 分 量 形式 如 下 


ra) =| 


位 =ap. + hb, 


由, = -yy. +av, (8.47) 


由 式 (8.47) 的 第 - 式 得 
oa- 和 = 更 之 


上 式 有 简单 的 物理 意义 , 当 * 一 + 上 时 ,上 式 右边 趋 于 
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到 | + 之 于 ， 

而 当 ”~ - o 时 ,上 式 右 边 趋 于 a -1 到 。 由 此 可 以 解释 如 下 : 左 行 波 号 从 石 方 
和 人 射 , 经 过 势 位 的 作用 ,一 部 分 ec- 末 , 透 射 到 左 方 ,为 透射 波 , 另 一 部 分 如 ” 风 
被 反射 回 而 方 ,为 反射 泪 。 类 似 于 Kdy 方程 ,反射 系数 r(1,2)= Bt{i,A)fali,2) 
可 作为 散射 数据 之 一 。 间 理 , 由 式 (8.47) 的 第 二 式 可 得 另 一 个 反射 系数 
FC) = 了 (5,4)1&(t,4)。 我 们 可 以 证 明 a (+,2) 关 于 可 解析 开拓 到 上 半 平 
面 ImX >0, 而 8(1,4) 关 于 4 可 解析 开拓 到 下 半 平 面 ImX < 0。 

上 面 用 Monodromy 矩阵 的 元 素 决 定 了 反射 系数 。 然 而 ,与 KdY 方程 想 比 ,我 
们 还 是 没有 决定 离散 特征 值 和 归 一 化 常数 。 下 面 将 决定 这 些 量 。 从 前 而 可 以 看 
出 ,als,4) 和 &(t,A) 关 于 的 零点 分 别 使 得 反射 系数 r(1,2) 和 #(1,4) 为 无 穷 
大 。 由 此 可 确定 a{1,4) 和 &{1,4) 关 于 4 的 零点 就 是 我 们 所 要 的 离散 特征 值 。 

为 了 方便 起 见 , 设 a(:,4) 关 于 和 具有 有 限 个 单 重 零 点 4X1 ,4,,… ,Ayn; 那 必 


a 
a(t,h)=0 4 = 3 #0 了 =]12 
三 A 
了 


以 = 和 0O=12，，N) 代 入 式 (8.47) 的 第 一 式 有 
prisA)= BA WW, (x,1,A) 了 = 1 2 证 (8.48) 


显然 
aia= 全 [9 由 ,更 + 全 [下 ,9,¥, ] (8.49) 
利用 方程 组 (8.34) ,一 个 直接 的 计算 有 
3 全 [3 由 ,更 ,]= -i(V ;+i ) (8.50) 
a Wl$. ,9,F, ]= 这 下 扣 寺村 灿 ) (8.51) 


将 上 面 两 式 分 别 从 ( - 1,x) 和 (x, 站 积分 后 相 减 ,并 令 1 = ,利用 式 (8.48) 并 再 
令 ! 一 +o 后 ,得 


Balt,0) = Aib(,) | i (x,X)) W(x, A) dx 


由 此 定义 所 谓 归 一 化 常数 为 
c(t,A) = (2| Wi(s,s) (rh)ds) = 2 
于 是 当 Im, > 0 时 ,定义 散射 数据 如 下 ; 
A oh) 2 
类 似 地 ,利用 &(;,4) 关 于 和 只 有 有 限 个 单 重 堆 点 可 以 定义 男 一 组 散射 数 
据 。 
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下 面 接 下 来 的 是 要 研究 散射 数据 随时 间 变 化 的 情况 。 从 前 面 的 知识 可 知 ， 

当 1x1 + o 时 ,线性 算 子 
MA(lt,A)g, 
这 里 4 和 (0,A)=2() + (Atoe( A tao)A ,w= it 代入 
Lax 方程 (8.25) 的 第 二 个 方程 得 
(OR)@ thagp = M$. 
在 上 式 两 边 让 x-> - wm 得 
(Gh)* 更 | = Ao hos W, 
由 此 有 
9.h= Aoh 


显然 4(1,X) = 7(4)el*"** 是 上 面 方程 的 一 般 解 ,事实 上 ,如 果 直 接 以 Just 角 
代入 Lax 方 程 (8.25) 的 第 二 个 方程 并 令 x->_ am 是 得 不 到 等 式 的 ,也 即 Lax 方 程 
的 第 二 个 方程 不 成 立 。 因 此 在 下 面 的 运算 中 , 将 运用 在 无 穷 远 处 依赖 于 时 间 的 
郁 : 

天 有 【YA 有 《ri 

RAB, CraA) 1) 更 (xz 
当 x-* + 四 时 ,由 方程 组 (8.47) 的 第 一 个 方程 得 

$. = oa 于 .+ hy,—aW, + by, 

以 更 = 下 人 六 于， 十 bP;) 代 入 Lax 方程 (8.25) 的 第 二 个 方程 得 

3,( jia) 更 + 3 8) ,= Ao haW, - Ao WY, 
上 式 说 明 

aha)= Aoha 3(MW)= -A 

因此 


ha = nA)el® hb = we Lo 


以 (2,04) = p(4)a* 代入 上 面 两 式 得 


ae) = a = a(0,4) = ala) 


Bb(1,A) = ep 8(0,2)e eu BA)e dma 
上 面 的 推导 过 程 不 论 对 于 连续 特征 值 还 是 对 于 离散 特征 值 都 成 立 , 因 此 


b(t,A;) 二 by)e ee Be 
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从 而 得 到 
FE 和) 二 多 = (0,X)e 
c(t,24;) = 站 - 6 (0)e er 


同 理 , 可 以 得 到 联系 于 Monodromy 矩阵 的 元 4(4,4) 的 散射 数据 在 关于 特征 
值 ; 的 下 半 平 面 随时 间 变 化 的 情况 如 下 ， 


F(t,A) = Bay = fp(0,A Ye 


¢ i (zr,2,) 下 fd 
Et) = Dar) = &(0) el 1 


这 里 和 (=1,2,…, 育 ) 是 4(1,4} 的 有 限 个 单 重 零 点 。 

类 似 于 解 KaV 方程 ,下 面 只 需 解 所 谓 的 GLM 方程 就 可 决定 AKNS 的 位 势 
g(x;t) 和 r(x,!)。 事 实 上 ,可 以 很 容易 地 推导 出 关于 KdY 方程 和 AKNS 的 CLM 
方程 。 下 面 以 推导 AKNS 的 GLM 方程 为 例 。 按 照 反 向 射 方法 的 通常 做法 ,假设 
Jost 解 四 《za 和 更, {x,t,4) 可 通过 " 宇 角 核 "写成 积分 形式 ，: 


时 (zt = w+ jx. (x,5,1)e mds (8.52) 
到 (zt = Wi | (x,s1t) er ds (8.53) 


这 里 KK_ (x,7, 0 = (KR. (xy), KE (Cx yt)), RK, (x,yst) = (K(x, yt), 
到 (xy 0) 以 式 (8.53) 式 代 人 式 (8.35) 得 
iAW,e"” KE, (x,x,i)e” 十 Ja.F, (x,s,1t)e ”ds 


= (io + DU)( + J, (x,s,t)erds) (8.54) 
注意 到 


十 吗 


一 i |k, (x,sst)e rds = |x, (x,s,1) de 


= KE, (x,x,t)e*+ [28, 《xie — lim K, (x,s,t)e 
rt 


以 上 式 代入 式 (8.54) 化 简 后 并 写成 分 量 形式 得 
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| Ge 有- 3K oR erds -~ (gq +2 了 外)es + lim 大， (zs 的 ea =0 


(8.55) 


| QR + DR keds - lim K: (x,s,1)e” =0 (8.56) 
由 式 (8.55) 和 式 (8,56), 有 
3K (r,sst} aK (vsst) ~- q(x,t)K (x,s,t)=0 
fae ed -2 Ged) re Cs) 0 
q(xst) +2K, Cx, rt)=0 lim K' (x,s,t)e" =0 lim K(x,s,t)e" =0 
(8.57) 
同 理 可 证 
QR (wx,sst) +9K (gs8,t)— g(x,t) Ki (x,s,1)=0 
at end sop td As ee) 0 
rixst) +2K: 《wx YE = 站 im Ky, (%,s,1)e"" =0 lim K(x,s,t)e™ =0 


， {8.58) 

类 似 地 ,对 于 其 他 两 个 Jost 解 ,我 们 也 有 
$$. xisA) = P+ EE (x,sst)e ds (8.59) 
中 【zt = B+ [a (x,sst)er ds (8.60) 


这 里 H(t)=(H (yyy t) HR (gy 2)), H, (sx,7,t) = (H, (x,Y,1), 
H, (x,y,1))'o 
现在 ,我 们 记 
Fxst) = Fgst) + Fxst) Pxst) = F(xst) + P(x,t) 


+ 


站 
Fst) = 去 | re 有 Fes) = 0)e 
= 的 1=1 


十 四 


1 is = 7 < i 
去 | st)e da Plst) = Doth)e 
将 式 (8.47) 的 第 一 式 写 为 


(二 一 9 = r( 更 - Wi,) 十 ry + (P¥.- 更 ', ) + ( 更， -由 


Ptr,t) = 
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= “od, (x,sst) eds +t r{i,A) WE + 


+ 守 


Jx. (x,s,t)e “a | {x,sst)e “ds 


将 上 式 两 边 乘 以 e"{y > *) ,然后 将 两 边 从 - 到 + % 积 分 并 利用 傅 里 叶 变换 
的 郑 积 公式 ,有 


去 | (a05 1) (nday 
下 0 
= [x, {x,t)F (s+ YE ds 上 日 F(z+ yt) + K. (x,y,t) 
另 一 方面 ,利用 留 数 定理 ,有 


1 1 a 
x (a - 1)9. (x,t,A)e" da 


= iRes( sla 一 1)9$ {z Ae 


2 》 这 (和 0) 里， La 和) ay 


pa dalt,A) 


N 


= DE [NE + [x (x en as| 
= (Fey [Gs DF + ya 
由 此 ,可 得 到 一 个 GLM 方程 
.uo + () Fr + yt) + fx (os) Fs + yds =0 


(8.61) 
辣 理 , 可 以 推导 出 男 一 个 为 


KE, {xyst) - (Fc 十 Yi) 一 [x. (x,s,t)F(ls + y,t)ds =0 


(8.62) 
下 面 考虑 单 拔 子 情况 。 取 (i,4) = FP(4,4) =0w= 皮 =1, 那 么 上 面 两 个 
GLM 方程 可 写 为 
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+ 四 


K(x,y,1) -| ')ee w+) -|x, (xp eentrnds = 0 (8.63) 


+ 史 


1 
K. {x,y,t) — (je st jz. (x t) te rnds =0 (8.64) 


今天 ( x, ys 1) 三 er { KR! (x, 上 ), RR: (x, £)), EK, (x, 了 £) 三 站 
《天 (xz 虽 本 (xz 器 思 , 那 么 式 (8. 的 ) 和 式 (8. 克 ) 可 写 为 


K(x,t) ON ,ffRY, Cx, ceit -hs 
(x :i (x, | NALA- (8.65) 
K(x,i) ly i (i) ce -is _ 

(ze - (oe Rs |- (8.66) 


由 此 可 得 


Kl {x,y) = ee 


| (zy)= - 本 Rele ew 


efter x ev 


i 
K. (#7) = -tA 


Fa (x,7) = ce 7 


这 里 和 A=1+ ede 人/(A -站 2。 由 式 (8.5) 和 式 (8.58) ,有 


dx 

gx 人 = -2K (x,%,1)= - < 一 
2 2 

r{x,t}= 一 人 天 《人 多) 一 -一 人 


如 果 考 虑 前 面 @@ 中 r= -gq ' 的 情况 ,那么 在 这 种 情况 下 的 非 线性 萃 定 证 方 

程 可 与 为 
ig + gu +299" =0 
对 于 该 方程 ,我 们 可 以 容易 验证 =A+iA(A >0), 契 =A) 一 议 ,&=e*(e 的 
鞭 斩 复 数 ), 旧 
elt, A)= = c{O)e 中 各 + ¥ + 
因此 由 上 面 的 过 程 ,我 们 可 以 获得 该 方程 的 一 个 单 孤子 解 
g(x,t) = Ae rt ech( ZA x BAAsE wo) 
这 里 = _ic(0) =1e(0lea。 
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8.2 守恒 律 


常 微分 方程 组 的 运动 积分 对 约 化 常 微分 方程 的 维 数 起 到 十 分 重要 的 作用 。 
如 果 把 KdV 方程 看 作 是 一 个 无 限 自由 度 的 微分 方程 组 的 话 , 则 它 可 能 有 运动 积 
分 ,只 是 运动 积分 的 记 法 与 常 微分 方程 组 的 运动 积分 不 --… 样 。 设 了 和 工 是 KdV 
方程 的 解 e(x, 旨 以 及 其 导数 的 函数 ， 如 果 下 式 成 立 


=+= 三 =0 (8.67) 


则 称 式 (8.67) 为 KdV 方程 的 一 个 守恒 定律 ,其 中 了 称 为 密度 ,而 工 称 为 流 。 如 
果 当 * 一 + 上 wm 时 ,流下 衰减 至 零 , 即 了 0 的 话 ,我 们 将 式 (8.67) 两 边 对 x 从 -~ 


如 到 + 避 积 分 得 
3 个 x 
| ma -| 3 - - 
由 此 可 知 
| Tax -= K = 常数 
这 类 似 于 常 微分 方程 的 运动 积分 。 


在 式 (8.67) 中 ,引进 所 请 的 函数 使 得 了 = 区 ,那么 以 了 = 引 代 入 式 
(8.67) 得 


由 此 有 X= - 学 。 显 然 


这 种 守恒 律 是 普遍 的 。 
对 于 KdY 方程 (8,2) ,显然 有 


du 
EF + 元 (- 3 + we) =0 


由 此 有 | udx = 常数 ,这 表示 质量 守恒 。 如 果 将 Kav 方程 两 边 乘 以 ， 并 经 过 运 
当 的 运算 有 
216 


第 八 章 ” 拍 立 子 


2 + 元 [- HI -站 下 + 0 


和 只 


由 此 可 得 | .dx = 常数 , 这 表示 动量 守恒 。 同样, 如 果 对 Kdv 方程 作 适当 的 变 

化 ,可 得 到 下 式 ; 
2 [2 二 (2) ] = 二 [2 
sl™ ~ 2\3 

由 此 可 知 


u (2) - ue 1 (0) ] 


了 
2 一 -一 
oF 2 — 3 dr + bru Ox dr 


je + 二 (并) ]ax = 常数 (8.68) 


它 表 示 系 统 的 能 量 守 恒 。 

事实 上 ,Kdv 方程 存在 元 穷 几 个 守 但 若 。 

上 面 已 证 明 Kdv 方程 的 孤立 子 在 传播 过 程 中 是 质量 守恒 动量 守恒 和 能 量 
守恒 的 。 这 就 说 明 预 立 子 在 传播 过 程 中 具有 相当 的 稳定 性 。 这 就 解释 了 为 什么 
两 孤立 子 在 碰撞 后 它们 的 波形 和 波 速 仍 保持 不 变 或 具有 微弱 的 变化 。 

在 有 限 维 情形 下 ,可 以 利用 Hamilton 结构 和 首次 积分 来 研究 系统 的 完全 可 
积 性 。 事 实 上 , KdY 方程 是 一 个 元 穷 维 Hamilton 系统 , 式 (8.68) 的 右边 就 是 
Hamilton 冰 数 , 并 且 可 以 证 明 KqY 方程 不 仅 有 无 穷 多 个 守 但 量 , 面 且 它 们 还 是 对 
合 的 , 因 面 是 完全 可 积 的 。 用 Hamilton 结构 研究 孤立 子 是 孤立 子 研究 的 另 一 个 
途径 。 


思考 题 


1. 通过 重复 解 AKNS 的 过 程 试 解 KdY 方程 (注意 ;我 们 在 单独 解 KdY 方程 
时 的 散射 数据 是 直接 给 上 出 的 ,用 解 AKNS 的 过 程 单 独 解 Kdy 方程 比 解 AKNS 要 
简单 一 些 ) 品 

2. 试 直接 从 解 GCLM 方程 出 发 , 求 AKNS 的 多 预 子 解 。 

3. 能 否 在 你 所 研究 的 方向 找到 一 个 存在 孤子 解 的 模型 。 如 果 存 在 ,用 你 找 
到 | 的 孤子 解 来 解释 你 所 研究 的 模型 的 物理 行为 。 
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